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A Marie, Pierre et Marie-Maguelone

Van Gogh utilise des roseaux, taillés comme une plume d’oie. Le roseau devient
[’instrument de ses dessins. Il lui donne la possibilité de creuser ses feuilles et de
forcer les contours. Cet outil lui permet d’imiter le geste large des peintres
japonais, qui n’utilisent pas le roseau, mais le pinceau. Particulierement souple,
le roseau donne naissance a une maniere de faire, que traduit tout un vocabulaire
de signes : pointillés, hachurés, arrondis et surtout les tourbillons qui deviennent
une des fechniques majeures du peintre » (Exposition Van Gogh 2003, Arles)



Artefacts pour les mathématiques, florilege

La table de problémes, -2000

Tablette recto-verso, 10cm x
10cm, époque dite babylonienne.
Elle contient 247 problémes, son
texte est extrémement synthétique
et structuré (5 niveaux
d’arborescence).

Neugebauer, Otto, and Abraham
J. Sachs, 1945

Mathematical Cuneiform Texts,
Vol. 29, American Oriental
Studies. New Haven : American
Oriental Society

L’ellipse est une ligne courbe que
Jai vu dessiner par les jardiniers
dans leurs parterres, ou ils la
décrivent d’une fagon fort
grossiere, mais qui fait mieux
comprendre sa nature.

Descartes, 1637
La Dioptrique, Discours VIII

La regle a calcul, 1971
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Fig. 1 Régle de démonstration ARISTO-Junior 301

Pour le professeur formé aux
rigueurs de la discipline
mathématique, [’introduction de
la regle a calcul des les classes
moyennes peut poser un vrai cas
de conscience

Bieber 1971
Aristo, Bulletin d’information
pour le corps enseignant




CONSTRUCTION ET CONDUITE
DES INSTRUMENTS DANS
LES APPRENTISSAGES MATHEMATIQUES :
NECESSITE DES ORCHESTRATIONS

Pierre Janet (Les débuts de [’intelligence 1932) voyait dans la conduite du panier I’origine de
Uintelligence humaine... Qu’est-ce qu’un panier — ou une caisse flottante[A Une chose étonnante.
Un artefact (a ’origine en vannerie) qui serfZ1 1/ a concentrer I’éparpillé, en faisant de ’'un avec
du multiple, 2/ a véhiculer le tout d’un point a un autre (Debray 2001).

Les termes outil et instrument sont polysémiquesClils ont cependant une fonction clairement assignée par
I’usage, dans les différents contextes ou ils interviennent. On parle des outils du magon et du jardinier, mais des
instruments du chirurgien et de I’astronome. La différence entre les deux mots ne tient pas seulement a une
différence de statut de métierllon évoque ainsi les outils de la pensée et les instruments aratoires. Le dictionnaire
(Le Robert 1986) souligne la proximité des deux motsClle mot outil, comme le mot instrument, implique, d’une
maniére générale et théorique, 1’idée d’un objet mii directement par la seule main de [’exécutant.
(Simondon[1989) propose une distinction entre les deux termesCl(...) on entend par outil I’objet technique qui
permet de prolonger et d’armer le corps pour accomplir un geste, et par instrument [’objet technique qui permet
de prolonger et d’adapter le corps pour obtenir une meilleure perception. Certains objets techniques sont a la
fois des outils et des instruments, mais on peut les dénommer outils ou instruments selon la prédominance de la
fonction active et de la fonction perceptive.

Cette distinction est peu satisfaisante, tant les fonctions de perception et d’action sont liées, en particulier
dans le travail mathématiqueld une calculatrice, par exemple, est le lieu de gestes qui donnent acces a des
représentations graphiques et permettent de les modifier. Je propose ici de distinguer trois niveaux, a partir des
relations entre 1’'usager et 1’objet techniquel]

- j’utilise le mot artefact pour désigner un objet technique nu, indépendamment de toute relation avec un
usager[{lin artefact peut etre une calculatrice, une notation, un compas ou un panier, cf. la citation introductive de
ce document) ;

- j’utilise le mot outil pour désigner un objet technique intégré, ou susceptible d’étre intégré par un usager
dans ses gestes (scolaires, professionnels ou quotidiens)Cl dans le méme sens d’objet manipulableldans leur
matérialité, j’utiliserai aussi le mot d’ostensif (§ 3.1) ;

- jutilise le mot instrument pour désigner une entité mixte composée de 1’objet technique et des modes
d’utilisation construits par un usager (je préciserai ceci § 2).

Quand il s’agit d’évoquer les contraintes et les potentialités liées a un objet technique, je parle plutdt
d’outil, puisque ces contraintes et ces potentialités font référence a une actualisation (au sens de passage de la
puissance a I’acte) possible, pour un utilisateur virtuel.

Une calculatrice est ainsi, intrinsequement, un artefact. Elle ne peut sans doute pas €tre considérée comme
un outil pour un enfant de deux ans. Par contre je dirai qu’elle est un outil pour un éleve de lycée. Deux
calculatrices identiques sont des outils identiques pour deux éleves donnés, mais elles donneront matiére a des
instruments différents.

Mon étude porte précisément sur les processus a travers lesquels un artefact, reconnu virtuellement par
une institution (§ 2.1) comme un outil pour les apprentissages mathématiques, se réalise en instrument et sur la
facon dont ces processus pourraient étre efficacement guidés par I'institution scolaire. Cette étude prend une
importance certaine dans un moment de foisonnement technologique qui touche particulierement les
apprentissages et les enseignements mathématiques.






1) Outils et protheses

1.1 Un développement des outils qui est constitutif de 1’humain

Il peut paraitre paradoxal de soutenir que ce qui fait I’homme est extérieur a lui. Et
pourtantlle don de la prothése fait I’humain de I’homme, lequel s’humanise en extériorisant
ses facultés dans un processus d’objectivation sans fin (sans arrét ni but). Le sujet se
constitue comme humain avec et dans ’objet. L’invention technique, qui met [’autre dans le
méme, permet la succession cumulative qu’on nomme «Ldultureld. Elle ne cesse de susciter
des mondes nouveaux (Debray 2001). Ce qui distingue I’homme de 1’animal, ce n’est pas la
capacité de créer un outil, matériel ou symbolique, mais la succession cumulative d’un
appareillage de connaissance et de transformation du monde. Cet appareillage est lié aux
médiations constitutives de tout processus de travail, de formation ou d’apprentissage
(Vygotski 1934). La combinaison des outils (la roue et I’écriture, la regle et I’équerre, la
calculatrice et le calcul mental) suscite de nouveaux[dutils : les outils font engrenage.

1.2 Une modification profonde des rapports entre les individus et les outils

On peut distinguer dans I’histoire des outils des évolutions et des rupturesC]

- un mouvement permanent de miniaturisation et de dématérialisation des supportsitu
document gravé ou document écrit, puis imprimé, enfin numérisé), qui peut etre découpé en
plusieurs agesCtribal, scribal puis néo-tribal électronique (McLuhan 1967) ou logosphere,
graphosphere puis vidéosphere (Debray 1992), les images et les écrans tendant a remplacer
dans cette derniere période les écrits et les livresCl

- une évolution qui va des outils liés a des espaces de travail ou d’activité vers des
prothéses, c’est-a-dire des outils liés aux personnes mémes : le passage des configurations
fixes aux configurations portables (calculateur, ordinateur, téléphone) a des effets importants.
Ces outils prennent en charge des fonctions simples (stockage de mémoire ou traitement
d’opérations élémentaires) qui étaient jusqu'a présent réalisées de facon autonome par les
individusC]

- un embarquement récent, a I’intérieur du méme artefact, de fonctions de plus en plus
diversifiées (un méme artefact remplace 1’agenda, le té€léphone, la calculatrice...). Une méme
enveloppe regroupe en fait un ensemble d’outilsClc’est particulierement manifeste pour les
calculatrices symboliques (Guin & Trouche 2002). Il s’agit parfois de regroupements d’outils
hétérogenes, c’est-a-dire relatifs a des taches de natures différentes (par exemple téléphoner et
photographier)C]

- une évolution radicale dans la perception relative du corps et des outilsClnous sommes
confrontés aujourd’hui a de multiples ruptures anthropologiques. La premieére, qui remonte d
la renaissance et au début de I’anatomie, a consisté a ouvrir le corps de I’homme sans se



poser de questions éthiques, c’est-a-dire avec le seul souci de faire progresser la
connaissance de la médecine. La seconde rupture vient avec les greffes, cet échangisme des
organes qui conduit [’homme a se regarder autrementd la vision du corps devient
essentiellement instrumentale (Le Breton 2002). Les mythes anciens, figurés par Faust et
Frankenstein (Lecourt 1996), prennent, si I’on peut dire, corps. Les frontieres entre le corps et
ses protheses, entre le naturel et 1’artefactuel, s’estompentC]

- une évolution vers la fétichisation des artefacts, comme le constate Sfez (2002)C]
InternefCun fétiche. De [’objet fétiche, en effet, il a les traits suivantsClil est une partie valant
pour le tout, dont il résume et «Lldompacteld les caractéristiquesil est petit, donc maniable,
manipulablellen tant que tel, il peut étre sans cesse touché, modifie, emporté, on I’emmene
partout avec soi. Il fait des lors partie de l’individu, qui le considere comme un second soi.
Ce qui est dit d’Internet peut se transposer aisément aux téléphones portables ou aux
calculatrices complexesC]

- une évolution récente des métaphores technologiques, de I’arme de jet vers le filet. On
retrouve, avec la notion de réseau, la confusion entre corps et outilsCdParrochia (1993) releve
I’analogie entre la circulation des flots de données dans le réseau et celle du sang humain,
I’horloge constituant alors le «[deeur du systémeld. Mais 1’€lément le plus important est sans
doute dans les nouveaux modes de travail induits par le web, la toile ou le réseaullce qui est
intéressant avec le réseau et ses capacités de «[doordination décentraliséell, c’est qu’on peut
pénétrer a n’importe quel endroit du maillage. Du moins dans le versant «Idnarchiqueld du
réseau, car il ne faut pas oublier les hiérarchies qui existent aussi la. En somme, si
I’information peut pénétrer a tout endroit du maillage, il s’en faut de beaucoup pour qu’elle
soit traitée, c’est-a-dire sélectionnée, trice vers une décision (Sfez 2002). Avec le réseau,
vient aussi la notion d’interactivitéld]’action n’est plus a sens unique, 1’artefact est censé
produire une rétroactionC]

- une évolution de la place des sciences, des techniques et des technologies dans
I’imaginaire collectif. Au cours du XXe siecle, sciences et techniques ont été associées a
I’idée de progres (que I’on se souvienne seulement de la définition par Lénine du socialismel]
les soviets et I’électricité). On peut repérer a la fin du XXe siecle des éléments nouveauxClla
perception commune d’une société informatisée et les craintes qu’elle suscite (le «Hug de ’an
2000 en était une illustration), plus généralement la perception des dangers que ferait courir
a I’humanité un développement sans conscience de la science (les mobilisations autour de
I’énergie nucléaire, puis des OGM, en sont de bons exemples). En un siecle, du point de vue
imaginaire, le rapport aux sciences et techniques est passé du réve (dont les romans de Jules
Verne constituent un bon exemple) a la méfiance. Au veeu politique de la nécessité d’une
maitrise, par tous, des nouvelles technologies (illustré par le plan du gouvernement frangais
Informatique pour Tous en 1985) répond une exigence, portée par des mobilisations
populaires, d’un contréle social sur la technologie.



1.3 Les outils (symboliques et matériels) dans le travail mathématique, développement et

résistances

Sfez (2002) montre les statuts différents, depuis Platon, du savant et de [’ingénieur, de
la profession et du métier, de [’invention et de [’innovation, de la maieutique et de
I’apprentissage. Ces oppositions se lisent particulierement bien au sein des mathématiques,
vues comme parangon des sciences pures (mathématique, de mathémaldscience)C]

- les mathématiques, au niveau de leur pratique, de leur enseignement et de leur
apprentissage, entretiennent un rapport ambivalent avec 1’ «[@critureld. D’un coté la culture
mathématique est une culture de I'écritld ce qui distingue le mathématicien des autres
scientifiques est une mémoire plus longue. Un article de physique, de chimie ou de biologie
est périmé au bout de cing ans. Les mathématiciens se réferent encore aux travaux d’Euler
(vers 1750), de Riemann (vers 1850), d’Hermann Weil (vers 1920). Les mathématiciens
participent a la civilisation du Livre, sans doute parce qu’une part importante de leur travail
est normative et dénominationnelle (Cartier & Chemla 2000)C] de 1’autre co6té, la culture
mathématique est une culture de la rhétorique et de la pensée pureClen évoquant Platon,
Rousseau et Saussure, Chevallard (1996) montre ainsi la condition dépendante, ancillaire,
seconde de [’écriture, qui ne fait que représenter le langage, qui, lui-méme, exprime la
penséel]

- alors que le calcul est omniprésent dans les pratiques mathématiques (il en est une
composante essentielle a tous les niveaux, inséparable des raisonnements qui le guident ou en
sens inverse il outille (Kahane 2002)), on observe, dans la culture et I’enseignement, une
certaine dévalorisation du calcul (numérique ou algébrique) par rapport au raisonnement.
(Chevallard 1996) cite ainsi AlainCpuisqu’une machine a compter est possible, une machine
a raisonner est possible. Et [’algebre est déja une sorte de machine a raisonnerzlvous tournez
la manivelle, et vous obtenez sans fatigue un résultat auquel la pensée n’arriverait qu’avec
des peines infinies. L’algebre ressemble a un tunnellClvous passez sous la montagne, sans
vous occuper des villages et des chemins tournantsClvous étes de I’ autre coté, et vous n’avez
rien vu (...). Les nombres sont des mécaniques en un sens. J ajoute un, et encore unl:lle
comptable joint et sépare comme le mécanicien joint et séparellil forme total, produit et
quotienfClen quoi il ne pense point du touClet, ce qui le prouve, c’est qu’une machine a
compter formera total, produit, quotient, bien mieux que le comptable, et sans former aucun
nombre véritable, ajoutant ou retranchant un et encore un par l’effet d’une roue dentée, d’un
doigt de fer, d’un butoir, d’une vis. Il semble exister en fait une hiérarchie culturelle de
valeurs, du calcul numérique approché au calcul numérique exact, puis au calcul algébrique et
enfin au «[thisonnementC]

- depuis les cailloux et les bouliers, la regle et le compas, les outils ont toujours fait
partie de la pratique mathématique et ont €té intégrés jusqu’a un certain point et jusqu’a une
date récente dans ’enseignement. Jusqu’a un certain point, parce que les quelques
instruments matériels utilisés (...) sont généralement considérés comme de simples supports,
des aides parfois indispensables, mais qui ne sauraient en aucun cas faire partie de [’activité
elle-méme (Bosch & Chevallard 1999). Jusqu’a une date récente, parce que le systeme



d’enseignement est tres sensible a I’introduction de nouveaux outils'[8t que, dans la derniere
partie du XXe siecle, le développement rapide des technologies informatiques et son effet sur
les mathématiques elles-mémes (Rauzy, in Cornu 1992) ont déstabilisé les rapports que
I’enseignement des mathématiques entretenait avec les outils de calcul (Kahane 2002).
Chevallard (1992) constate ainsi 1’€cart entre la pénétration sociale et la pénétration scolaire
des outils informatiques. Ce n’est pas faute de sollicitation institutionnelle, mais c’est une
réalité du terrain scolaire, constatée dans tous les pays ou ces technologies sont disponibles
(Guin & Trouche 2002). On peut méme soutenir que, plus les outils «[E@mbarquentl de
connaissances, plus leur 1égitimité scolaire est contestée. Ceci est vrai pour toutes les NTIC,
c’est encore plus vrai pour les systemes de calcul formel qui vont a ’encontre de trois
valorisations culturellement «[Maturellesl : le discours privilégié par rapport a 1’écrit, le
raisonnement privilégié par rapport au calcul, ce qui se fait de fagcon autonome privilégié par
rapport a ce que se fait avec prothese. D’un calcul sans calculatrice, on dit d’ailleurs qu’il se
fait de téte ou a la main, expressions qui qualifient, en creux, le calcul avec calculatrice.

1.4 Une matiere a recherches

L’impact des TICE pour I’apprentissage et I’enseignement des mathématiques prend, a
partir des années 1980, une grande place dans la littérature corporative, pédagogique et de
recherche (Collectif CNCRE 2000), pour au moins trois raisonsC]

- les potentialités des nouveaux outilslCornu 1992C1Trouche 2000a) ;

- I’évolution de I’équipement des élevesCles calculatrices scientifiques puis graphiques
se généralisent dans les classes, Guin & Trouche 2002)C]

- les injonctions institutionnelles (§1.3).

Les premiers discours sont tres optimistes (Penglase & Arnold 1996), marqués par la
conviction d’un apport naturellement positif pour I’apprentissage et I’enseignementl]
I’environnement permet de voir, donc de comprendreClprenant en charge la partie technique
de la tache, il permet une centration sur la partie conceptuelle (Kutzler 1994).

Ces discours évoluent dans les années 1990, a partir de 1’analyse des usages des
calculatrices, largement répandues dans les classes ordinaires et a partir d’une mise en ceuvre
des EIAO dans un cadre institutionnel (et non plus en laboratoire c’est-a-dire en dehors des
activités traditionnelles d’une classe). L’étude des conditions de viabilité des outils
Chevallard (in Cornu 1992) fait surgir quatre types de questionsC]

1) Des questions relatives au statut des outils de calculCje mets en évidence (Trouche
1992) que le statut des calculatrices n’est pas le méme pour les éleves (qui les considerent
comme un outil de leur travail mathématique) et les professeursffijui les considerent comme
un élément étranger a 1’enseignement)Cl

i) Des questions relatives aux effets de ces outilsCl les premieres recherches sur
I’intégration du logiciel Derive, menées en France a partir de 1991, révelent (Artigue 1995)
des phénomenes didactiques liés aux contraintes des outils et a leurs potentialités (§ 3.3). Je
montre dans mes travaux [’illusion (Trouche 1994) d’un effet naturellement positif des
calculatrices graphiques sur les apprentissages et mets en question 1’assertion que les
possibilités de visualisation (4.1) conduisent nécessairement a une meilleure compréhension
des concepts. Je montre (Trouche 1997), a propos de la notion de limites de fonctions, que
I’utilisation non maitrisée des calculatrices peut induire, chez les éleves, la construction de

' (Lavoie 1994) décrit par exemple les changements induis par le remplacement de la plume d’oie par la plume
de fer dans I’enseignement de 1’arithmétique au Québec au milieu du XIXe siecle.



connaissances mathématiques tres différentes de celles qui sont attendues par le professeur (§
2.3). Dagher (1996) montre que I'usage d’un grapheur (Fonctuse) ne garantit pas, en soi, la
construction, par les éleves, de [’articulation entre des registres algébrique et graphiqueld
I’efficacité du logiciel est liée aux caractéristiques de la situation didactique dans laquelle sont
placés les élevesCl

ii1) Des questions relatives aux relations entre les environnements informatiques et les
contraintes didactiquestdNoss & Hoyles (1996) mettent en évidence la difficulté pour les
étudiants d’établir des connexions (§03.3) entre les connaissances construites dans un
micromonde et les mathématiques «[dfficiellesCI Guin (1995) montre qu’un logiciel peut
s’avérer inutilisable dans un contexte didactique, des lors que les choix cognitifs et
didactiques sous-jacents sont en contradiction avec ceux d’un systeme éducatif donné ;
Schneider (in Guin 1999) met en évidence la nécessité de la reconstruction (§ 2.1) complete
d’un enseignement mathématique a la suite de 1’intégration de nouveaux outils dans une
classel]

iv) Des questions relatives aux dispositifs didactiques nécessaires a mettre en ceuvre
pour intégrer les nouveaux outilsClDreyfus (in Keitel & Ruthven 1993) montre I’importance
du choix par le professeur des activités et de leur mise en scéne (§ 5.2) dans la classe, si I’on
veut exploiter les potentialités des artefacts ; Guin (2001) montre [’inadaptation des
formations classiques des enseignants a 1’utilisation des nouveaux outils et la nécessité de
nouveaux dispositifs d’appui (§ 5.4).

Cette problématique de [’intégration de I’informatique (Baron et Bruillard 1996) dans
I’enseignement et la prise de conscience de sa complexité (Guin et Trouche 2001) suscitent la
mise en relation des recherches (Collectif CNCRE 2000CI Burril 2002) et 1’émergence de
nouvelles approches théoriques (Lagrange & al, in Van den Heuvel-Panhuizen 2001). Une
approche fructueuse consiste a replacer 1’intégration des outils mathématiques dans une
problématique plus générale d’intégration des outils dans [’activité humaine (§ 1.1), dans le
cadre des apprentissages scolaires, mais aussi de la formation et plus généralement du travail.
L’article La parabole du gaucher et de la casserole a bec verseur, éléments de méthode pour
une étude des processus d’apprentissage dans un environnement de calculatrices complexes
(Trouche 2000b) est significatif de cette nouvelle approche empruntant a I’ergonomie
cognitive.

2) Les processus de constitution d’un instrument mathématique

Cette approche instrumentale se fonde sur une théorie de la perception, de I’action et de
la conceptualisation, elle définit un instrument comme une construction individuelle et
sociale a partir d’un artefact donné, elle permet ainsi d’appréhender [’articulation entre
processus de conceptualisation et processus de construction des instruments, dans une
dialectique du contréle de I’individu et de la pré-structuration de son action et de sa pensée
par I’outil (du fait de ses contraintes et de ses potentialités).

2.1 Perception, action et conceptualisation

Cette théorie de la perception, de 1’action et de la conceptualisation se fonde sur une
relecture critique (Vergnaud 2002) du constructivisme piagétienC] cette relecture place au
centre des processus cognitifs non plus la logique, mais la conceptualisation[]



Si on ne peut pas s’en tenir a des stades généraux de pensée totalement ordonnés, mais
qu’il faut au contraire saisir le développement des compétences et des conceptualisations
dans leur variété et leurs différences, on est conduit a plusieurs prises de position (...)E

- les compétences résultent des formes d’organisation de [’activité mises en ceuvre,
c’est-a-dire des schemesClceux-ci sont a la fois sous le contréle de I’institution chargée de les
transmettre (famille, école, communauté de travail) et sous le contréole du sujet individuel qui
apprend]

- les situations sont a la fois la source et le critere de la connaissance. C’est en
situation qu’on apprend. Une connaissance qui n’est pas opératoire n’est pas vraiment une
connaissance (...

- la mise en mot est une compétence difficile a acquérir, y compris pour les
professionnels et les scientifiques de haut niveau. Un traité scientifique ou technique est la
partie visible d’un iceberg dont la majeure partie repose sur ’action et I’expérience.

Ce qui fonde la pensée, ce n’est donc pas la communication (Looking at thinking as
communicating écrit (Sfard 2001)), mais 1’action d’un sujet, intégré dans une communauté de
travail ou d’apprentissage.

A la place de ’expression «[ctivité sensori-motricel de Piaget, Vergnaud propose
I’ «[@ctivité perceptivo-gestuellel, tant il est vrai qu’il s’agit de sensations et d’actes moteurs
(Vergnaud 2002).

L’activité est ainsi décrite comme un ensemble de «[destes, en relation dialectique
avec la pensée, via les schemes. Le scheme, «[densée en acteld, est précisément défini comme
organisation invariante de ’activité, pour une classe définie de situations. Cette organisation
comporte quatre composantesC]

- un ou plusieurs buts, avec leur cortége de sous-buts et d’anticipationC]

- des regles d’action, de prise d’information et de contrélel]

- des invariants opératoires (concepts-en acte et théoréemes-en-acte) permettant a la fois
la prise et le traitement de l’information pertinentel;]

- des possibilités d’inférence (Vergnaud 2002).

Ces composantes d’intentionnalité, de générativité, de conceptualisation et d’inférence
sont aussi traduites par Rabardel (1995) en termes de fonctionsCheuristique (controle,
organisation de 1’action), pragmatique (action, transformation) et épistémique (prise
d’information, compréhension).

Chevallard (1999) propose une autre approche, anthropologique, de 1’activité
(mathématique), en termes de fravail sur une ceuvre, inscrit dans une institution, articulé sur
quatre niveaux[ le niveau des tdches, le niveau des techniques qui sont des facons
particulieres d’accomplir ces taches dans I’institution, le niveau de la technologie, discours
qui interroge et justifie les techniques, le niveau enfin d’une théorie, technologie de la
technologie. Ces quatre niveaux constituent une praxéologie.

On peut tenter d’établir des passerelles entre 1’approche psychologique de Vergnaud et
I’approche anthropologique de Chevallard, en situant les techniques, ensemble de gestes
(professionnels ou scolaires), comme la partie observable des schemes. J’y reviendrai aux §
2.2 et 2.3. 11 semble utile de concevoir surtout les deux approches comme relevant de
démarches complémentaires pour le chercheur:

- I’étude des schemes localise le regard sur le sujet en action, 1’étude des techniques
localise le regard sur le sujet et ses rapports a l'institution, aux taches et aux gestes qu’elle

proposel]



- I’étude des schemes est une construction, a partir de 1’observation du sujet et des
régularités de son action, I’étude des techniques est une étude des gestes et de [’écart entre les
gestes prescrits et les gestes réalisés a I’intérieur d’une organisation praxéologique.

2.2. De I’artefact a 1’instrument mathématique

Se situant dans le cadre théorique de la conceptualisation de Vergnaud, (Rabardel 1995
pour les situations de travaill& in Bailleul 2000 pour I’enseignement des mathématiques)
définit un instrument comme issu d’une construction (la genése instrumentale) par le sujet, a
partir d’un artefact donnéll

Nous avons cherché a montrer que les instruments ont un caractére mixte, au sens ou
ils sont a la fois de I’ordre de ’artefact et de [’ordre des schemes d’utilisation. Dans cette
perspective, le processus de conception ne consiste pas a fournir un artefact a des
utilisateursClles instruments ne sont pas donnés au sujet de l’extérieur. Ce qui est donné, ce
sont les artefacts ainsi que des schemes sociaux d’utilisation existants dans [’environnement
socioculturel du sujet. Les artefacts sont donc des propositions, que les individus
développeront, ou non. C’est dans la mise en cuvre des systemes que des potentialités se
réveleront, que des développements nouveaux seront expérimentés, validés ou infirmés, que
des fonctions seront affectées aux artefacts, de maniere transitoire ou définitive, et en fonction
de la diversité des situations et des projets que les personnes élaborent pour elles-mémes. Les
instruments sont issus de cette forme particuliere de I’activité que nous appelons les genéses
instrumentales. Il s’agit d’un processus de transformation dialectique des artefacts et des
schemes sociaux, au travers duquel se joue le développement de !’individu et de ses
ressources (Béguin et Rabardel, in Vom Hofe 2000).

Comprendre la genese instrumentale suppose de saisir plusieurs articulations :

- I’articulation entre les schémes sociaux (qui sont pré-construits dans 1’artefact par ses
concepteurs et construits dans I’environnement socioculturel — dans 1’institution classe — du
sujet) et les schémes individuels (que 1’individu constitue par et pour lui-méme)C]

- I’articulation entre deux types de schémes d’utilisationCles schemes d’usage orientés
vers les tdches secondes correspondant aux actions et activités spécifiques directement liées a
[’artefact (Rabardel 1995) et les schemes d’action instrumentée, dont la signification est
donnée par ’acte global ayant pour but d’opérer des transformations sur l’objet de ’activité
(ibidem)Clun scheme d’usage est ainsi le correspondant psychologique d’un geste, «[drain4
élémentaire de 1’activité, un scheme d’action instrumentée, le correspondant psychologique
d’une technique instrumentée (§ 2.1)CI

- D’articulation entre deux composantes duales de la genesell une composante
d’instrumentalisation (relative a I’artefact, a la découverte et a la sélection des commandes, a
la personnalisation de 1’objet) et une composante d’instrumentation, relative a I’émergence et
a I’évolution des schemes pour la réalisation d’un type de tache ou d’un ensemble de type de
tachesCl

- I’articulation entre ce que I’outil impose de faire -les contraintes- et ce qu’il permet de
faire -les potentialités- (§ 2.4)C

- I’articulation enfin entre les différents artefacts, ou entre différents niveaux d’artefacts,
dont le sujet dispose pour son action (§ 2.5).

Cette approche est particulierement féconde pour étudier les processus d’apprentissage
des mathématiques dans des environnements technologiques complexes.



2.3 Une méthode d’analyse de [’activité mathématique instrumentée

Un artefact contraint les gestesldt faconne la réalisation des tachesClcomme il y a une
géométrie du compas (Mascheroni 1798), il y a un calcul numérique du boulier. La
constitution d’un instrument est aussi la constitution d’un corps de connaissances sur 1’objet
de lactivité.

1) Cette constitution peut etre comprise a partir de 1’étude des gestes instrumentés. J’ai
ainsi mis en évidence 1’importance d’un geste particulier, le détour approximatifzlil consiste,
par une combinaison de touches, a obtenir, sur une calculatrice symbolique (qui peut, en
principe, fournir des valeurs numériques exactes), une valeur approchée pour le résultat d’un
calcul. Ce geste peut avoir plusieurs fonctions :

- une fonction d’indication, d’anticipation ou de vérification (I’obtention d’une valeur
approchée s’inscrit dans un processus de recherche de résultat ou de preuve) ;

- une fonction de détermination (la valeur approchée obtenue est prise comme résultat
définitif).

Comprendre la fonction de ce geste, c’est-a-dire passer du geste au scheme d’usage,
suppose de considérer ce geste non pas isolément, mais a ’intérieur de I’activité que I’éleve
déploie pour résoudre une tache donnée. J’ai pu distinguer plusieurs contextes de mise en
oeuvre de ce scheme d'usage : la recherche de valeurs approchées pour situer un nombre dans
I’ensemble ordonné des réels, la résolution d’équations ou le calcul d’intégrales pour lesquels
le logiciel ne dispose pas d’algorithme de résolution exacte, le calcul de limite, pour
contourner le refus de réponse du logiciel. Le repérage des regles d’action, de prise
d’information et de contrdle (§ 2.1), a 'intérieur de la réalisation de ces taches, permet de
situer le scheme d’usage en question et ses liens avec le processus de conceptualisation[]
I’intégration systématique du détour approximatif dans un calcul de limite peut situer une
limite comme un processus d’«M@rrondid ou de «[froncatured (certains éleves ayant trouvé
grace a ce geste «[M,30 écriventCl«h limite est probablement 1/30d).

i1) La constitution d’un instrument peut &tre appréhendée aussi a partir de 1’étude des
schemes d’action instrumentée et donc des invariants opératoires (§ 2.1). Le scheme étant ce
qui relie le geste a la pensée, ce n’est que sa partie émergée qui est accessible a 1’observateur.
Un scheme est une construction de 1’observateur a partir des différentes traces de I’activité du
sujet (les anticipations, les inférences en situation, etc.). Drijvers (in Guin & Trouche 2002)
étudie ainsi un scheme de résolution de systeme d’équations dans un environnement de calcul
symbolique. J’ai réalisé aussi une étude de ce type, dans le cadre d’une classe de terminale
scientifique, a propos de 1’étude de limites de fonction en +%, dans un environnement de
calculatrices graphiques (Trouche, in Guin et Trouche 2002).

Il y a un rapport dialectique entre les gestes réalisés et les invariants opératoires (figure
1):

- les invariants opératoires guident les gestes, ils permettent de réaliser la tache (dans le
cas étudié, le théoreme-en-acte «MHi f croit tres fortement, alors lim f =+ guide les gestes

400
de cadrages de la représentation graphique de la fonction et I’évaluation de sa croissancellil

permet ainsi de dire si la proposition lim f =+ est vraie ou fausse pour une fonction
+00

donnée). Les invariants opératoires ont un domaine de validité important (tout du moins si
I’on considere I’ensemble des fonctions du programme des lycées) et leur mise en ceuvre



nécessite souvent un effort cognitif important (il faut évaluer dans le cas étudié si la fonction
croit suffisamment vite etc.)Cl

- en méme temps les invariants opératoires se construisent a travers 1’activité[]c’est
parce que les théoremes-en-actes permettent de guider la réalisation de la tache qu’ils vont
étendre naturellement leur domaine de validité, accroftre leur opérationnalité et constituer,
avec I’ensemble des situations rencontrées et 1’ensemble des formes langagieres et non
langagieres qui le représentent symboliquement, un concept, €lément d’un champ conceptuel
(Vergnaud 1990).

C’est en cela que 1’on peut dire que les gestes construisent les invariants opératoires.

Les schemes, en amont et en aval de la conceptualisation, permettent de traduire cette co-
construction.

3 4 O)

L Une technique instrumentée : \

=i

E gestes successifs -

'S = L \\

= X A

EE L |\ : |y

- - % B E
2 2 2] £ =
3 = 5 & | %
A | 3 = &
- - e a
w w =
Invariants opératoires <

g J

Un scheme d’action instrumentée

Figure 1. Correspondances entre schéemes d’usage et gestes instrumentés d’une part,

entre scheme d’action instrumentée et technique instrumentée d’autre part

L’étude des schemes d’action instrumentée permet ainsi de repérer le processus de
construction des instruments. J’ai ainsi montré (ibidem) que I’extension (la complexification)
d’un artefact peut s’accompagner d’une réduction (d’un appauvrissement) de 1’instrument
construit par le sujet’. Cela donne une importance particuliere au tempsCl’étude des schémes
d’usage et des schemes d’action instrumentée revient a étudier, au-dela des gestes et des
techniques, leurs fonctions épistémiques, pragmatiques, heuristiques (§ 2.1). Cela suppose
d’analyser I’action de I’éleve avec plus d’«[@paisseurBI]’ épaisseur du temps, pour repérer les
régularités dans la réalisation des taches et 1’épaisseur du discours, pour repérer les
justifications des gestes.

Le scheme est une totalité dynamique fonctionnelle et la recherche des invariants
opératoires qui le constituent fournit des moyens d’étude des instruments construits par les

2 Cette situation n’est pas, bien siir, imposée par I’environnement. Dans la méme classe, j’ai montré 1’existence

de processus tres différents chez d’autres élevesCune instrumentalisation parfois importante (stockage dans la
calculatrice des principaux résultats relatifs aux limites, de programmes dédiés aux calculs de limites, etc.) et une
instrumentation qui enrichit parfois les schemes d’action instrumentée (utilisation de I’ensemble des

fonctionnalités de la calculatricell commande spécifique de calcul de limite, observations graphiques et
numériques).



éleves. Cette étude peut donner aussi, pour le professeur, des éléments d’action sur ces
instruments (§ 5).

2.4. Degrés de contrainte et degrés de liberté dans la genese

Un outil, méme le plus simple, prescrit toujours, relativement, 1’action de 1’utilisateur,
du fait d’un systeme de contraintes que j’examinerai plus loin (§ 3.2). Par exemple, on ne
mange pas de la méme facon avec des baguettes ou avec une fourchetteClmieux, baguettes et
fourchettes traduisent et construisent des rapports différents aux aliments et, au-dela, avec la
nature (Barthes 1980). Ceci est aussi vrai dans le cadre d’un environnement complexeldy
réaliser des taches traduit et construit un rapport particulier avec un monde de connaissances.
Balacheff (in Baron & Bruillard 2002) rappelle ainsi que [’utilisateur d’'un EIAH est
essentiellement sous le contrdle de la machine et non [’inverse. Cette formule — qui peut
paraitre provocante aux oreilles de certains— rappelle simplement que si celui qui apprend
dispose de connaissances qui ont fait leurs preuves- y compris dans le domaine visé par
I’apprentissage- et est un acteur responsable, il est cependant dans sa position d’apprenant a
la recherche, voulue ou provoquée, d’une évolution de ces connaissances en acceptant la
tutelle d’un «[donnaisseurla de référence. 11 est sans doute utile, pour bien comprendre les
effets de cette prescription d’activité, de repérer deux phénomenes : les pertes d’expertise et
les détournements d’usage.

J’ai montré (ibidem) comment la disposition d’un outil sophistiqué, permettant de
déterminer des limites de fonction, pouvait aboutir a I’émergence d’une notion «[fresse-
bouton (la limite d’une fonction ayant pour seule référence une touche sur le clavier d’une
machine). De fagon générale, les systtmes complexes peuvent susciter une perte d’expertisel]
bien des données montrent que les bienfaits de |’automation en termes d’accroissement
d’expertise humaine (ex.Esystémes experts) sont des idées recues et que c’est plutét une
détérioration que l’on constate. Qu’il s’agisse d’habileté de haut niveau (résolution de
probleme) ou de bas niveau de contréle (routines), I’automation a pour effet d’en réduire les
occasions d’exercice (Hoc, in Vom Hofe 2000). Il faut certes distinguer ce qui se passe dans
le processus de travail et ce qui se passe dans le processus d’enseignement, ou le discours sur
les techniques (la technologie § 2.1) joue un rdle essentiel.

Dans ce cadre, il y a (il devrait y avoir) une vie des techniquesC des techniques
officielles émergent et les taches perdent leur caractere problématiquellelles «[Se routinisentl
en devenant des moyens pour perfectionner les techniques. L'environnement théorique permet
de rendre compte des techniques, de leur fonctionnement et de leurs limites puis les
techniques elles-mémes se routinisent pour assurer la production de résultats utiles a
I’activité mathématique. Les techniques jouent ainsi un role essentiel dans cette dynamique.
Le terme «Zkchniqueld est bien siir a prendre au sens large. Une technique est une manieére
de résoudre une tdche et se présente souvent comme un assemblage complexe de parties
routinisées et de raisonnements conscients. Ainsi, elle assure des fonctions pragmatiques, en
permettant de produire des résultats, aussi bien qu’épistémique, en étant partie constituante
de la compréhension des objets et source de nouvelles questions. A la suite de son inéluctable
routinisation, elle est pensée globalement comme un geste unique, constituant élémentaire de
nouvelles techniques (Lagrange, in Guin & Trouche 2002).

Dans ce cadre, la routinisation n’est pas liée a une perte d’expertise, mais témoigne d’un
déplacement d’expertisel elle s’inscrit dans un processus d’acquisition d’une expertise
supérieure. Mais ce processus n’a rien de naturell1il suppose un guidage par I’institution
d’enseignement (§ 5).



Deuxieme phénomene apparaissant dans les environnements contraints, les catachreses
sont définies par Béguin & Rabardel (in Vom Hofe 2000)C le terme de catachrése est
emprunté a la linguistique et a la rhétorique, ou il désigne 'usage d’un mot au-dela de son
acception propre, ou a la place d’un autre. Par extension, l’idée a été transposée dans le
champ de [’outillage pour désigner l'utilisation d’un outil a la place d’un autre ou
Uutilisation d’outils pour des usages pour lesquels ils n’ont pas été concus. Les meémes
auteurs montrent I’intérét, au niveau des instruments contemporains, d’analyser les
catachreses comme indices des processus d’instrumentalisation (§ 2.1)C]

On pourrait penser que dans le contexte des technologies contemporaines les
catachreses tendraient a diminuer. Or il n’en est rien. Un exemple suffit a le montrerdes
pilotes d’avion qui n’étaient pas satisfaits de la vitesse de descente prévue par le calculateur
de bord en phase d’atterrissage, donnent des informations fausses (par exemple ’indication
d’un vent arriere qui n’existe pas) au calculateur de bord afin d’obtenir une vitesse de
descente plus conforme a leurs souhaits. Les catachreéses sont classiquement interprétées en
termes de détournement de [’objet par rapport aux fonctions prévues par les concepteurs.
Cependant, cette interprétation en termes de détournement n’est pas la seule possible et
méme, de notre point de vue, souhaitable. La catachrése peut également étre considérée
comme [’expression d’une activité spécifique du sujefla production de ses instruments et
plus généralement de ses moyens d’action. Nous proposons donc de considérer les
catachréses comme des indices de la contribution des utilisateurs a la conception des
instruments et de leurs usages. L’existence des catachreses témoigne de la constitution par le
sujet de moyens adaptés en vue des objectifs poursuivis, de [’élaboration d’instruments
destinés a étre insérés dans son activité en fonction de ses buts.

(Debray 2001) analyse de la méme facon, mais sur le plan historique, la fécondité des
détournements d’usageld(...) un phénomeéne général promis au meilleur avenir, le
détournement d’outil. Il nous rappelle qu’un outil n’a pas de fonction préaffectée. La
«bgique de 'usageld peut en dévier a tout moment la trajectoire, voire la retourner contre
ses promoteurs. Les rebondissements de ce bricolage, les fécondités de ce dévergondage
donnent d’ailleurs a I’histoire des techniques, matérielles et intellectuelles (s’il est possible de
distinguer), un cachet baroque et poétique qui la rapproche, pour notre plus grand profit et
plaisir, de son pole opposéeCune anthologie du merveilleux. La premiéere machine a vapeur
(Savery, 1698) ne fut pas concue pour actionner un véhicule mais pour puiser de ’eau au
fond d’un puits. Voir aussi Internet, du Pentagone aux pétitions des citoyens...

On rencontre, dans les environnements de calculatrices complexes, de nombreux
exemples de catachreses, de différents typesC]
- des catachreses mises en ceuvre pour réaliser des «[fhchesd sortant du cadre scolaire, par
exemple stocker — et exécuter — des jeux[Cl
- des catachreses mises en ceuvre pour réaliser des taches non assignées par 1’institution,
mais destinées a aménager le cadre de travail (modification de la barre des menus,
réalisation de programmes divers)C]
- des catachreses mises en ceuvre pour réaliser des taches dans le cadre de la classellpar
exemple ['utilisation du logiciel de dessin intégré pour réaliser des courbes d’ajustement
(Trouche 1996)).
Certaines catachreses ne manifestent pas un simple détournement d’usage, mais une
appropriation particuliere de ’outil, une contribution a la conception des instruments et de
leurs usages. Cette appropriation, pour que le sujet puisse 1’intégrer comme base d’une



constitution élargie d’un instrument, doit &tre reconnue par le maitre et retravaillée dans la
classe. A cette condition, les instruments font engrenage (§ 1.1).

Le controle des catachreses, comme le controle des pertes d’expertise, suppose ainsi une
socialisation (Guin et Trouche, in Guin 1999) des geneses instrumentales (§ 5.2).

2.5 Un ensemble d’outils de différents niveaux

La genese instrumentale est un processus, en général, de constitution et de combinaison
de plusieurs instruments, et cela pour plusieurs raisonsCl

- le travail scientifique en général, mathématique en particulier, confronte le praticien
(professionnel, enseignant ou étudiant) a 1’utilisation d’outils de plusieurs niveaux, matériel
ou symbolique (§ 3.1). Dans un environnement de calculatrices symboliques, Defouad (2000)
évoque ainsi le mixage entre les anciennes techniques papier-crayon et les possibilités
offertes par une calculatrice symbolique. J’ai analysé aussi (encadré 3) la combinaison
d’outils de différents niveaux a 1’occasion d’un calcul de dérivée n*™ Clles éleves utilisent a
la fois une calculatrice symbolique (qui leur donne des résultats pour des valeurs particulieres
de n) et des calculs papier-crayon qui leur permettent de comprendre I’origine des régularités
observées. (Artigue, in Guin & Trouche 2002) appelle intelligence du calcul cette aptitude a
choisir, organiser, controler, piloter un calcul donné. Cette aptitude n’a rien de naturellla
combinaison de plusieurs outils est souvent 1’occasion de difficultés et d’erreurs. Proust
(2000) a repéré ainsi des erreurs récurrentes dans les textes numériques babyloniens, pour les
nombres de plus de 5 chiffresClelle émet 1’hypothese que ces erreurs pourraient venir du
recollement de deux calculs réalisés séparément grace a un artefact tributaire des 5 doigts de
la main. Les erreurs viendraient ainsi d’une mauvaise articulation de deux types d’outilsCl

- a la différence de la regle ou du compas, «in0d artefact dédié aux mathématiques est
aujourd’hui un ensemble d’outils (ce qui correspond a une évolution technique générale, §
1.2). Ainsi une calculatrice symbolique est [’assemblage d’un calculateur scientifique, d’un
calculateur formel, d’un grapheur, d’un tableur, d’un programmateur, parfois d’un logiciel de
géométrie et d’un éditeur de texte. Ce sont des outils qu’il revient a I’utilisateur de combiner
dans son activité[l

- de facon encore plus générale, Rabardel & Samurcgay) 2001), évoquant (Wartofsky
1983), distinguent trois niveaux d’artefactsCl

i) The level of primary artifacts which corresponds to the concept of the tool as it is
commonly used, includes a great number of different artifacts, computers, robots, interfaces
and simulators, as well as traces of the activity in the situations we presented;

ii) The social utilization schemes and pragmatic concepts are schematic invariants and
are representative of the action and the activity. They can be considered as secondary
artifacts, which consist of representations both of primary artifacts and of modes of action
using primary artifacts;

iii) Finally, the level of tertiary artifacts — in the sense Cole intended (1995): artifacts
for use in designing activities that will promote social and cognitive development — is
represented, for trained subjects in particular, by simulated situations as well as by reflexive
methods of self-analysis of their own or the collective activity.

Each of these artifact levels contributes to the development of the learning activity
mediated by instruments. This development, conducted by subjects and collectives, is a
necessary prerequisite to learning itself. Without this development of instruments and
mediated activity, learning would not occur.



La genese instrumentale est donc un processus d’une grande complexité, qui doit
prendre en compte plusieurs outils, de différents niveaux. L’assistance, par I’enseignant et
I’institution, de ces geneses est une question décisive que j’aborderai au § 5.

Cette transposition d’un cadre théorique (venu de I’ergonomie cognitive) au domaine
d’étude de I’apprentissage des mathématiques a une influence certaine au niveau
internationall]

- I’article The Complex Process of Converting Tools into Mathematical Instruments.
The Case of Calculators (Guin & Trouche 1999) est souvent cité dans la littérature de
recherche (en particulier dans trois conférences introductives du dernier colloque (CAME
2001))C1

- présentée dans le cadre d’un «Mesearch Forum@d consacré a 1’intégration des
technologies dans 1’enseignement des mathématiques, lors de la 25° conférence PME
(Lagrange & al, in Van den Heuvel-Panhuizen 2001), cette approche a été reprise depuis dans
de nombreux articles (par exemple Drijvers (in Guin & Trouche 2002) dans le cadre des
apprentissages algébriques ou Mariotti (2002) dans le cadre de I’interprétation des taches en
géométrie dynamique).

3) Conceptualisation et représentations externes dans D’activité mathématique
instrumentée

Estimant que Piaget s’est probablement désintéressé un peu trop du langage et du
symbolisme, Vergnaud (2002) insiste sur la valeur opératoire de la forme prédicative de la
connaissancelldes que I’on prend conscience (...) de la fonction de représentation des formes
langagieres et symboliques, on est conduit a reconnaitre la valeur opératoire de la forme
prédicative de la connaissance. Non seulement on agit sur autrui en lui parlant (...) mais on
agit sur soi-méme en modifiant le statut de ses propres connaissancesCdune connaissance
mise en mot et en symboles n’est plus la méme connaissance’.

Dans le prolongement de cette idée, je veux évoquer ici de fagon générale le role des
représentations externes dans les apprentissages mathématiques, les problemes posés par les
processus de transposition informatique des connaissances et par la coordination des
registres en environnement informatique.

3.1 Les outils sémiotiques du travail mathématique

En mathématiques, les objets ne sont accessibles qu’a travers des représentations
sémiotiques. Une représentation sémiotique est une représentation construite a partir de la
mobilisation d’un systéme de signes. Pour Duval (1996), un registre de représentation se
détermine par rapport a un systeme de signes (par exemple le registre des énoncés en langue
naturelle, des graphes, des tableaux, des formules, des schémas), il permet de remplir les trois
fonctions de communication, d’objectivation et de traitement. Une des conditions
primordiales pour la conceptualisation mathématique est de disposer pour un méme objet
mathématique de plusieurs représentations sémiotiques, permettant ainsi de détacher un objet
de ses représentations. Duval distingue les taches de traitement (changer de représentation a

? 11 semble qu’il y a Ia une évolution par rapport a ce que disait le méme auteur quelques années plus totE le
symbolisme mathématique n’est a rigoureusement parler ni une condition suffisante, ni une condition nécessaire
de la conceptualisation (...) le langage naturel est le moyen essentiel de représentation et d’identification des
catégories mathématiques (Vergnaud 1990).



I’intérieur d’un méme registre) et les taches de conversion (passer, pour un méme objet, d’une
représentation dans un registre a une représentation dans un autre registre). Disposer de
plusieurs registres de représentations ne suffit pas pour accéder a la compréhensionCune
deuxieme condition est la coordination de ces registres. Cette coordination n’a rien de
naturelClles taches de conversion entre deux registres peuvent susciter de grandes difficultés,
qui ne sont pas nécessairement de méme nature dans un sens ou dans 1’autre.

Les traitements dépendent des possibilités données par les représentations elles-mémes.
Ces possibilités peuvent étre analysées en termes d’instrumentalitéC1Chevallard (1996)
distingue parmi les objets mathématiques les objets ostensifs (comme un nom, une notation,
un graphe, que 1’on peut effectivement manipuler dans leur matérialité) et les objets non
ostensifs (comme la fonction logarithme, que ’on peut simplement évoquer a partir des
ostensifs qui lui sont associés et qui guident le travail sur les ostensifs®). Il repere, pour chaque
ostensif, une valence instrumentale, qui permet de faire, et une valence sémiotique, qui
permet de voir ce qui est fait (et dans le cas d’un €&crit, ce qui a été fait) et qui renvoie a un
complexe d’ostensifs et de non-ostensifs auquel 1’ostensif en question est associéld les
ostensifs sont ainsi des instruments sémiotiques’. Bosch & Chevallard (1999) montrent que,
relativement a une tache donnée, dans une praxéologie donnée, un ostensif peut avoir une
instrumentalité et une sémioticité plus ou moins grandes (encadré 2). ils distinguent cependant
I’approche de Duval et leur propre approche, en estimant que, pour Duval, on prend la tdche
mathématique comme un donné, comme si les tdches mathématiques elles-mémes étaient déja
écrites et bien décomposées en tant que tdches mathématiques (...). Or, dans ce qui est
représenté comme un changement de registres qui ne dépendrait que du fonctionnement
cognitif du sujet, nous voyons, quant a nous, la mise en ceuvre d’une technique mathématique
(...) dont la réalisation effective doit étre raccordée a l’existence d’une praxéologie locale.
Pour nous, ces deux théorisations ne s’opposent pas, mais different «[Simplementd de point
de vue. Elles témoignent du fait que, en inversant une formule qui a connu un certain succes’,
le cognitif, comme le mathématique, sont tous deux denses dans le didactiquel]

- le point de vue de Bosch & Chevallard oriente le regard du coté de la tache,
problématique, qui se construit en méme temps que les techniques et les instruments
sémiotiques associés au sein d’une institution donnéel]

- le point de vue de Duval oriente le regard du coté du fonctionnement cognitif du sujetCl
c’est précisément parce que le sujet apprenant n’est pas dans un «[@tat de naturel, mais dans
une institution donnée que I’on peut étudier, pour une organisation praxéologique donnée, le
colit cognitif d’une technique, a partir des traitements ou des conversions qu’elle suppose.

Pour I’analyse des systemes complexes, il est souvent utile de fixer certains variables
pour étudier ’effet des autres variables. C’est ce que permet cette double approche
sémiotique.

3.2 La transposition informatique, un principe sémiotique fondamental

L’expression d’une connaissance, dans tout systeme de représentation, montre certains
de ces aspects, mais aussi en transforme et en cache d’autres. C’est vrai pour la représentation

* D’une certaine facon, il y a le méme rapport dialectique entre ostensifs et non ostensifs qu’entre les gestes et la
pensée (§ 2.2 et 2.3).

> Le titre de I’article de  Chevallard (1996) est «les outils sémiotiques du travail mathématiqueEClle terme  outil
entre «hieux dans le cadre de I’approche instrumentale introduite au § 2.2 que le terme instrument que 1’on
trouve ensuite dans 1’article. Les articulations de plusieurs cadres théoriques confrontent toujours a des
problemes de «[donversiond de mots.

% Le didactique est partout dense dans le mathématique (Bosch & Chevallard 1999).



d’un cercle sur une feuille de papier ou la photographie d’un paysage. C’est ce que Balacheff
(in Baron & Bruillard 2002) nomme [le principe sémiotique fondamental. Dans le domaine
informatique, ce principe se traduit par ce que Balacheff (1994) appelle la transposition
informatique, ce travail sur la connaissance qui en permet une représentation symbolique et
la mise en ceuvre de cette représentation par un dispositif informatique. Balacheff (in Baron
& Bruillard 2002) précise que la question de savoir comment peut étre étudié ce phénomene,
comment les systemes de représentation mobilisés dans les modeles, les programmes et les
interfaces sont évaluables de ce point de vue, est ouverte.

Pour étudier cette transposition informatique, Balacheff (1994) distingue les contraintes
(§ 2.2) liées a I’'univers interne de la machine et les contraintes li€es a [’interface. Rabardel
(1995) propose, pour analyser les contraintes générales d’un outil, de distinguer trois types de
contraintesClles contraintes de modalités d’existence, liées aux propriétés de 1’artefact en tant
qu’objet matériel ou cognitif, les contraintes de finalisation, liées aux objets sur lesquels il
permet d’agir et aux transformations qu’il autorise, et enfin les contraintes de pré-
structuration de [’action. Defouad (2000)Suggere de prendre en compte les informations que
I’éleve introduit a I’interface, les informations accessibles a I’interface, mais non introduites
par 1’¢éleve, les informations non accessibles a I’interface. Dans 1’objectif d’intégrer ces
différentes distinctions, j’ai proposé (Une approche instrumentale de |’apprentissage des
mathématiques dans des environnements de calculatrice symbolique, in Guin & Trouche
2002) de retenir trois types de contraintes (qui sont en interrelation, et, de ce fait, concourent
toutes a la pré-structuration de 1’action de 1’utilisateur)C]

1) des contraintes internes (au sens de contraintes physico-électroniques) liées de facon
intrinseque au matériel. Elles sont liées a des informations qui peuvent étre accessibles ou
non, mais que I’utilisateur ne peut pas modifier : elles s’imposent a lui. Elles n’apparaissent
pas comme outils au cours de 1’action. Comme pour le théatre («[Ih regle de I'unité de lieuld),
les contraintes internes apparaissent comme éléments incontournables du cadre de I’action. 11
en est ainsi, par exemple, de la nature du processeur, de la capacité de la mémoire et de la
structure de 1’écran, composé d’un nombre fini de pixels (Guin & Trouche 1999).

1) des contraintes de commandes liées a 1’existence et a la forme (c’est-a-dire a la
syntaxe) des différentes commandes. Elles sont liées a des informations qui sont accessibles a
I’interface, et que 1’utilisateur peut utiliser ou modifier dans certaines limites pour obtenir un
résultat donné. Par exemple, les calculatrices symboliques (a la différence des calculatrices
graphiques) comportent une commande de calcul de limite (§ 2.2). La syntaxe limit(f(x), x, a)
permet d’obtenir la limite de f au point a (si la calculatrice «[donnaitl cette limite, cf. Elbaz-
Vincent, in Guin et Trouche 2002). Les contraintes de commande s’exercent sur les gestes
instrumentés (§ 2.3).

iii) enfin des contraintes d’organisation liées a 1’organisation du clavier et de I’écran,
c’est-a-dire a la structuration des informations et des commandes disponibles. Elles sont
accessibles a I'interface et 'utilisateur peut les utiliser ou les modifier dans certaines limites
pour obtenir un résultat donné. Par exemple, pour 1’étude d’une fonction, les choix du
concepteur (de noms, de chemin d’acces, de places dans un menu, d’articulation des
différentes applications) colorent d’une certaine facon les objets disponibles. Ces choix sont
liés a une étude ergonomique des besoins des éleves pour les niveaux scolaires visés par
I’outil de calcul et, en méme temps, ils favorisent un certain type d’utilisation. Ainsi sur les
calculatrices graphiques, les touches donnant acces aux informations numériques (tableau de
valeurs) sur une fonction sont souvent «[derrierel les touches donnant des informations
graphiques, ce qui privilégie de fait I’€tude graphique par rapport a 1I’étude numérique. Sur
une calculatrice symbolique, I’organisation est plus complexe (encadré 1). Les contraintes



d’organisation s’exercent sur 1’organisation des gestes instrumentés, c’est-a-dire sur les
techniques instrumentées (§ 2.3).

Ces trois ensembles de contraintes doivent étre compris a deux niveaux :

- ils s’exercent sur les connaissances implémentéesldans la machinellla transposition
informatique crée de nouveaux ostensifs, pourvus de nouvelles valences instrumentales et
sémiotiques (encadré 2)C]

- ils s’exercent sur I’activité de 1’ utilisateur.

Cette typologie permet ainsi d’analyser les contraintes d’un outilClelle permet de contrer
Uillusion d’une neutralité des artefacts en débusquant certains choix des concepteurs. Elle
permet ainsi d’anticiper et de mieux comprendre certains phénomenes didactiques (§ 3.3) et
certaines formes des geneses instrumentales a 1’ceuvre dans un processus d’apprentissage
instrumenté. L’utilisateur n’est pas «dIbreld d’utiliser comme il I’entend un artefact donné :
cette utilisation est, relativement, préstructurée par I’artefact lui-méme (Luengo & Balacheff
1998). En méme temps, en soulageant 1’utilisateur d’une partie de son travail, en permettant
I’exploration de représentations dans différents registres (Yerushalmy 1997), 1’artefact ouvre
de nouvelles possibilités pour la conceptualisation. L’analyse a priori des contraintes et des
potentialités d’un outil doit etre articulée avec les usages qui en sont faitsClla transposition
informatique résulte a la fois des choix des concepteurs de 1’outil, des techniques
instrumentées mises en ceuvre par le sujet et des choix de I’institution dans laquelle s’inscrit
’utilisation de 1’outil (Lagrange 2000).

Encadré 1. Quelques contraintes d’organisation sur une calculatrice TI-92
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2.0) ont fait d’autres choix, en distinguant :E; : :IIEK +2) (e + 1) +?2)
une premiere application de calcul (NUM) m sk 1)-( + 2 T [5+4
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le méme rapport a 1’approximation
numérique qui est favorisé.

Notons enfin que ’articulation des calculs numériques exacts et approchés peut poser probleme (figure
b)dalors que le mode de calcul est le mode exact (repérable sur le bandeau d’état, en bas de 1’écran), un
«Ihccourci clavierd (§ 2.2, le détour approximatif) permet d’obtenir une valeur approchée d’un résultat
donné (il ne reste ensuite sur 1’écran aucune indication du caractere approché du calcul).

Figure b. Un écran de I’application Home




3.3 Conversions et traitements dans les environnements informatiques

On a pu repérer, lors des premieres expériences d’intégration de calculatrices complexes
(§00.4) des problemes de conversions et de traitements dans les différents registres que des
environnements informatiques proposent, c’est-a-dire des problemes liés a [’actualisation des
potentialités des outilsC]

1) Des problemes de transposition, par I’artefact, des écritures qui lui sont soumisesC]
I’écart entre ce qui est saisi par 1’éleve dans 1’application de calcul formel et ce qui est
retourné sur 1’écran par la machine (cf. ci-dessous) produit un phénomene de pseudo -
transparence (Artigue 1995). Il résulte du décalage entre les modes de représentation —
interne et a I’interface des objets.

i1) Des problemes de fraitement liés a la confrontation des environnementsC] Artigue
(1995) repere le phénomene de double référence, 1ié a la double interprétation des taches,
suivant que 1’on se situe dans un environnement papier-crayon ou dans un environnement
calcul formel.

iii) Des problemes de traitement 1iés a I’enfermement du travail dans un seul registre[dje
désigne par acharnement localisé le phénomene qui consiste, pour résoudre un probleme, a
reproduire la méme technique, dans la méme application, en procédant éventuellement a des
ajustements successifs, méme quand la technique s’avere inadaptée ou incomplete.

Pour déterminer la limite d’une fonction donnée en +%, un tiaTgetupT e T
éleve utilise systématiquement la table de valeurs de sa |«FLOTs o
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prenant simplement des valeurs de la variable de plus en | 9i=
plus grandes (§ 2.2C1Trouche 1997). »=10.
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iv) Des problemes de conversion liés au passage d’un environnement dans un autreld je
désigne par transport automatique le phénomene lié a aux tentatives de conversion immédiate
(c’est-a-dire avant toute analyse) de 1’énoncé d’un probleme (donné en général en utilisant le
registre hybride de la langue mathématique (Laborde 1982)) dans les registres de la
calculatrice, dans I’idée que le caractere complet de 1’outil pourra prendre en charge
automatiquement la résolution du probleme.
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données que I’on doit saisir (cf. copie d’écran ci-contre) ™M RAD ERACT sER

(Trouche 1997).



Dans le sens environnement calculatrice —> environnement papier-crayon, on constate
un phénomene d’hybridation du langage, 1i€ au transport du langage machine dans la langue
mathématique. On trouve ainsi dans des travaux d’éleves des phrases de ce typel«@n faisant
solve (f(x)=0), j’ai trouvé x = 0 or x = 5B (Trouche 1997).

De facon générale, ces phénomenes didactiques révelent bien que la disposition aisée de
nombreux registres a partir des applications de la calculatrice ne facilite et ne favorise pas
nécessairement les traitements et les conversions. Un phénomene comme [’acharnement
localisé peut freiner la conceptualisation du fait d’un travail exclusif mono-registre, en
entrainant des confusions entre 1’objet et I'une de ses représentations, entre un non-ostensif et
un des ostensifs associés dans I’environnement informatiqueld j’ai montré en particulier
comment, dans les environnements de calculatrices graphiques, il pouvait y avoir confusion
entre une fonction et 1’une de ses représentations graphiques et comment dans les
environnements de calculatrice symbolique il pouvait y avoir aplatissement de la notion de la
limite d’une fonction sur la commande correspondante de I’artefact (Trouche 2000b).

(Drijvers 2002) présente deux conditions, idéales, pour que les conceptions, les
techniques papier-crayon et les techniques instrumentées (§ 2.4) s’appuient mutuellementl]
the paper algebra technique should be congruent with the paper-and-pencil technique, and

the computer algebra technique should be transparent to the student.



Encadré 2. Instrumentalité et sémioticité des ostensifs (§ 3.1)

L’instrumentalité et la sémioticité des ostensifs des environnements papier-crayon et calculatrices,
pour une méme tache, dans une praxéologie ou les techniques instrumentées ne sont pas instituées,

peuvent étre tres différentes. Considérons par exemple la résolution de 1’équation ln(ex -1)=x
(Trouche 1996).
Dans un environnement papier-crayon, le traitement algébrique, par recours a 1’ostensif «Motation

. N . C. ., . L 1 . . X x
exponentielleld et a la fonction qui lui est associée, est immédiatlll’équation e —1=e n’apasde
solution. La question peut &tre convertie dans un cadre fonctionnelld une étude de fonction,

débouchant sur un travail sur de nouveaux ostensifs, les graphes des fonctions x ln(ex -1) et
X = x, permet aussi de résoudre I’équation en relevant le caractere asymptotique des deux courbes.
On peut estimer que I’instrumentalité des ostensifs algébriques (ce qui permet de faire) est plus
grande que celle des ostensifs graphiques liés a une étude de fonction (le traitement est plus direct).
La sémioticité (ce qui montre ce que 1’on fait) est bonne dans les deux registresClce qui est fait peut
étre relié a un complexe d’ostensifs et de non-ostensifs (les fonctions logarithmes, les techniques
d’intersection de courbes, etc.) existant dans 1’organisation mathématique de la classe.

Dans un environnement calculatrice TI-92 (figure a), les choses sont tres différentesC]

- la résolution algébrique ne donne rien (figure a, le ligne) : la forme de 1’équation proposée est
simplement modifiée)Clles résolutions numériques (figure a, 2° et 3° lignes) donnent des réponses
(qui different suivant la forme de la questionldsi 1’on choisit la commande solve en calcul
approché, on trouve 61, 25..., si I’on choisit le solveur numérique, on trouve 36LC] ceci pose
évidemment un probleme de traitement de I’information, a I’intérieur du méme registre).

- le recours a ’application graphique (figure b) peut montrer la proximité des courbes et suggérer
I’absence de solution.
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Figure a. Traces de I’étude algébrique et numérique Figure b. Traces de I’étude graphique

Le traitement formel ou numérique de 1’équation ne donne aucune réponse ou donne une réponse
fausse, sans indication de la facon de faire. L’instrumentalité et la sémioticité des ostensifs
informatiques solve ou nsolve semblent ici tres faibles, plus limitées que I’instrumentalité et la
sémioticité des graphiques.

Le changement d’environnement se traduit par un changement des ostensifs mobilisés (Defouad
2000), pour la réalisation de la méme tachel] dans le registre algébrique, en papier-crayon, la
résolution de I’équation fait appel a un complexe d’ostensifs et de non-ostensifs autour de la
«Obnction exponentielleld, dans I’environnement calculatrice, la résolution de I’équation se fait par
recours a I’unique ostensif solve.

L’instrumentalité et la sémioticité des ostensifs ne peuvent cependant pas étre abordées in abstractol]
le probleme de la perte de sens affectant certains types de manipulations ostensives est (...) plus
facilement abordable si on le formule en termes de besoins technologiques et théoriques des
organisations praxéologiques considérées (Bosch et Chevallard 1999).

Controdler les déperditions d’instrumentalité ou de sémioticité suppose la reconstruction d’une
praxéologie justifiant, assistant et contrélant les techniques instrumentées (§ SClLagrange 2000).




Il définit la congruence comme la possibilité de reconnaitre des techniques mises en
ceuvre dans les deux environnements comme des implémentations différentes d’'une méme
technique originelle, et la transparence comme la possibilité de comprendre les traitements
réalisés par la machine sur la base de son expérience des techniques papier-crayon. Drijvers
observe que les phénomenes de pseudo-transparence et de double référence (cf. supra)
s’opposent directement a la transparence et a la congruence. La congruence et la transparence
sont bien, en général, des conditions idéales, au sens de conditions impossibles a réunir. Ceci
constitue pour Drijvers un obstacle global a I’apprentissage. Cette derniere assertion peut tre
questionnéeld on peut estimer en effet que la non-congruence des techniques est une des
conditions de 1’apprentissage, dans la mesure ou elle permet de s’interroger sur la tache a
réaliser et sur les technologies qui justifient ces techniques (§ 2.1).

C’est ce que reconnait d’une certaine facon Drijvers, quand il souligne que 1’obstacle
global peut constituer une opportunité, des lors qu’il est intégré dans une stratégie
pédagogique adéquate.

Assister la gestion et le contrdle par les éleves des différents registres sémiotiques
disponibles dans 1’environnement et le pilotage de la machine (Artigue & al 1998) suppose
nécessairement des dispositifs didactiques particuliers (§ 5).

4) Conceptualisation et fonctionnement cognitif dans ’activité mathématique
instrumentée

L’étude de la perception et plus généralement des fonctions cognitives peut donner des
informations sur les processus de conceptualisationl] [’activité perceptive et la prise
d’information font partie de I’activité opératoire (Vergnaud 2002). Les progres techniques
permettent aujourd’hui de mieux étudier le fonctionnement cognitif «[de 1’extérieur (par
exemple a partir du suivi du regard du sujet sur I’écran de travail (Anderson 2002)) ou «[de
I’intérieurd, grace aux technologies d’imagerie cérébrale (Houdé & al 2002). De ces études
émergent deux résultats importantsC]

- la réalisation de la plupart des taches, méme élémentaires, suppose le traitement
paralléle et interactif de I’information par des aires cérébrales différentesCl

- le contréle nécessaire a ce traitement n’a rien de naturel, 1l nécessite une attention en
éveil et résulte d’apprentissages spécifiques.

Ces résultats donnent quelques pistes pour mieux comprendre, dans les environnements
informatiques, ['utilisateur parfois opportuniste et souvent déconcertant (Balacheff, in Baron
& Bruillard 2002)C le traitement parallele et interactif, dans ces environnements, d’une
multiplicité d’informations suppose de la part de 1’apprenant un controle tres fort et nécessite,
de la part de I’enseignant, la constitution de dispositifs d’assistance (§ 5).

4.1 L’ économie du travail mathématique et le fonctionnement cognitif g [’économie

Les résultats récents des neurosciences remettent en cause les modeles «Ghodularistesy
du fonctionnement cognitif (localisant chaque fonction cognitive dans une région cérébrale
réduite)Clle fait que I’on ne puisse pas réellement établir de correspondance biunivoque entre
les aires cérébrales et des modules de traitement cognitif indique que c’est [’activité du
réseau, et donc le traitement paralléle et interactif de ’information entre ces aires, qui est la
base des fonctions mentales, et non un processus sériel de calculs effectués individuellement



au sein de chaque région (Houdé & al 2002). Ce traitement parallele et interactif de
I’information suppose une coordination des opérations et un controle des perceptions.

1) La question de la coordination des opérations

(Changeux 2002) montre la difficulté de coordonner des opérations relevant de
modalités distinctes — perception visuelle, mémoire des mots, programmation motrice — pour
les unifier en une méme action motrice. En présence d’une multiplicité d’informations et en
I’absence d’un effort d’attention, c’est la perception dont le traitement est le plus rapide qui
est sélectionnée. On peut interpréter ainsi certains phénomenes relevés dans les
environnements technologiques complexes, ou de nombreuses informations sont disponibles a
peu de fraisCl1Defouad (2000) met ainsi en évidence un phénomene de zapping qui consiste a
changer rapidement de fenétre sans analyser les résultats successifs obtenus, Artigue (1995)
repere un phénomene de péche, qui consiste a multiplier les essais sans tenter de les organiser
ou de les controler. Ces deux phénoménes ont ceci de commun qu’ils consistent a faire
«[défilerDd les informations jusqu’a 1’obtention d’un résultat facilement interprétable ou
exploitable. C’est toute [’économie du travail mathématique (Artigue, in Guin & Trouche
2002) qui en est affectée.

i1) La question du contréle des perceptions

Houdé analyse les erreurs de raisonnement déductif non pas comme une absence de
rationalité, mais comme 1’absence d’inhibition de schemes non pertinents, marquée par la
non-mobilisation des zones cérébrales préfrontalesCldans une tdche de logique déductive,
notre cerveau peut spontanément fonctionner a l’économie, c’est-a-dire en recrutant un
réseau postérieur fortement ancré dans la perception des mots, des formes et de [’espace,
plutot que des régions préfrontales (Houdé & al 2002). La mise en lumiere de ces biais
permet d’interpréter I’influence des images que la technologie permet d’obtenir, images
dotées d’un puissant pouvoir d’insémination de la réalité (Sfez 2002) et I’'influence des gestes
qui les produisent ou les accompagnent. On peut en repérer plusieurs manifestationsC]

Exemple 1 (Defouad 2000) {—TEEEJN Tr‘ace ReEr‘aph Hath D:*E;u - F'{?T
Il s’agit de [l'étude de la fonction ﬁﬁ;g'g%%ﬁéﬁ%ﬁ?%e
X Jl +cos(2x) Cau vu de la représentation Eﬁfrl-.;lﬂ
graphique, un éléve conjecture que la fonction est 322?:?
xres=1.

positive, peut-étre nulle en certains endroits. 1l

regarde avec Trace puis utilise la commande F5-
minimum. Aprés quelques essais, il conclut
«[qu’elle ne descend pas en O3.
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Exemple 2 (Trouche 1995)

Apres avoir observé les effets, sur une calculatrice T
’ e T WL Fu FEw T FG™ [F7 3
graphique, des coefficients de [’équation y = '{—TZC'DN Tr*aceTEeEr*aphTHath Dr*au]t fT

ax2 + bx+c surlaforme et la localisation de la
parabole, les éléves retiennent le résultat suivant
quand c augmente, la parabole monte, quand c diminue
la parabole descend. A la question3 Guel est le signe

de c pour les deux paraboles ci-contrel A3, la réponse l\.\_
estC c est nul pour la parabole de gauche (puisque la
parabole est «Lur le soldd, c est négatif pour la
parabole de droite (puisque la parabole est
«escendued).
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L’importance de [’intériorisation des gestes et des mouvements (exemples ci-dessus) est
aussi relevée par Lakoff et Nunez (2000). Houdé (ibidem) montre qu’il est possible de
surmonter ces biais de raisonnement, mais que des instructions verbales relatives aux
principes logiques sous-jacents ne suffisent en général pas, il est nécessaire de mettre en
ceuvre un apprentissage exéecutif directement ciblé sur [’inhibition (§ 5).

iii) Le traitement des calculs

Dehaene (1997) montre la complexité des processus neuronaux mis en ceuvre pour
réaliser un calcul «[Eimpleld, en particulier pour comparer deux résultatsCl comment des
régions cérébrales éparses reconnaissent-elles qu’elles représentent le méme nombre sous
des formats différentsCA 11 utilise le terme d’orchestration pour désigner la coordination
nécessaire des fonctions de réseaux neuronaux distribués’. Cette question est cruciale dans les
environnements informatiques ou les résultats fournis par la machine ne sont pas toujours
ceux qui sont attendus (Trouche 1996).

4.2 L’espace de travail global

La question du contrdle des perceptions, des informations et de 1’action est essentiellel]
La prise d’information et le contréle sont des conditions essentielles d’efficacité de [’action
(Vergnaud 2002). Elle est traduite par Vygotski (1934) en termes de niveaux de conscience,
celui qui permet de faire et qui conditionne la réussite (conscience-avant) et celui qui permet
de revenir sur les raisons de la réussite et de 1’échec et qui conditionne la stabilisation et
I’explicitation des connaissances (conscience-apres). Changeux (2002) utilise une acception
plus large de ces niveaux de consciencellil existe une multiplicité de niveaux de conscience et
des hiérarchies entre eux. Ils incluent le sommeil, le réve et I’état de veille, mais aussi la
conscience passive (ou perceptive) par opposition a une conscience attentive et réflexive,
comprenant ’action d’organiser et de planifier, de raisonner, de résoudre des problemes a
I’aide d’un effort d’introspection (...) La conscience donne un acces global au passé, a
travers deux sortes de processus cognitifsClla simulation, processus par lequel on engendre

7 1y .. . , . J , . . .
J’introduirai ce terme évocateur d’orchestration pour le travail instrumenté, mais dans un sens didactique, au §
5.



des modeles internes de la réalité et I’examen — le test — de leur adéquation a la réalité, ou
encore, disons-le, de leur verité.

Changeux développe alors 1’hypothese de 1’existence de deux réseaux computationnels
majeursClun réseau de traitement composé de processeurs paralleles en compétition et un
réseau dédié aux fonctions de supervision, qui incluent la prise de décision, le comportement
orienté vers un but et la planification, qu’il appelle espace de travail global.

Cette fonction de pilotage est essentielle en général en mathématiques (Robert &
Robinet (1996) évoquent le contréle® comme métaconnaissance globale) et en particulier dans
les environnements riches en informations et en possibilités d’action (Artigue § 2.5 parle
d’intelligence du calcul, Defouad (2000) évoque la sensibilité aux contradictions).

4.3 Complexité des environnements et différentiation des modes de travail

Les geneses instrumentales ne sont des processus ni linéaires, ni homogenes.

- Defouad (2000) montre 1’évolution des geneses en fonction du tempsClelles passent au
début par une phase d’éclatement (phase de découverte d’un nouvel outil, marquée par la
rupture avec des techniques anciennes et le recherche de nouveaux équilibres), puis par une
phase d’épurationphase de stabilisation de nouvelles techniques instrumentées qui
s’accompagne d’une centration sur quelques gestes privilégiés)]

- Artigue & al (1998) et Trouche (2000b) montrent la différentiation des geneses en
fonction des élevesd la complexification de I’environnement s’accompagne d’une
différentiation des genéses instrumentales (§ 2.2).

C’est sans doute le suivi de travaux d’éleves sur une longue durée qui suscite I’intéret
pour I’étude des facons de faire des mathématiques dans des environnements technologiques
complexes. Pour repérer ces facons de faire, on parle de working styles (Weigand & Weller
2001), de profils (Defouad 2000C] Faure & Goarin 2000) ou de comportements (Trouche
1997). Je préfere ici parler de modes de travail’ (working styles donne 1’impression qu’il ne
s’agit que de forme, alors que c’est la structure méme du travail qui est en causeClprofils ou
comportements sont des expressions trop généralesCil s’agit ici de repérer les caracteres
particuliers du fravail mathématique).

Le repérage de ces modes de travail suppose le choix de variables]

- Faure & Goarin (2000), a partir du mode d’introduction de la calculatrice, distinguent,
parmi une population de 500 éleves auxquels a été soumis un questionnaire, plusieurs profils.
Les réponses aux questions posées sur les modes de travail (la calculatrice est-elle utile en
classe, a la maisonClquelle est I’importance attribuée au livre de mathématiques, au cahier de
cours ou a la calculatrice, etc.) ne varient pas significativement suivant ces profilsClle mode
d’introduction d’un outil n’est qu’un des éléments susceptibles d’influencer la genese
instrumentale. D’autres variables peuvent jouer, tout au long du processus d’apprentissage, et
agir sur les rapports institutionnels qui se nouent avec les mathématiques et avec I’outilC]

- ce sont ces rapports institutionnels que Defouad (2000) prend en compte, en
distinguant différents profils mathématiques et technologiques d’éleves. Les profils
mathématiques sont répartis sur une échelle d’éléve faible a trés bon éleve, les profils
technologiques prennent en compte le rapport des éleves aux calculatrices (de tres négatif a

¥ Le terme contréle a été traduit dans (Guin & Trouche 1999) par process of command.
? L’expression mode de travail a été traduite (Guin & Trouche 1999) parlork method.



tres positif), le temps depuis lequel la calculatrice est utilisée et la fréquence d’utilisation de
I’ordinateur a la maison. L’étude met en évidence l’influence dominante du profil
mathématique sur les geneses instrumentales (le passage des phases d’éclatement aux phases

d’épuration semble d’autant plus rapide que le profil mathématique est bon).

Cette importance du profil mathématique est confirmée par mes observations (Trouche
2000b). Mais il semble aussi que la complexité des environnements technologiques et des
processus de genese instrumentale nécessite la prise en compte d’autres variables que la seule
réussite scolaire mathématique (matérialisée par 1’échelle «[@leve faible-éleve fortl). Pour
cela, j’ai choisi, dans un environnement de calculatrices symboliques, cinq types
d’indicateurs]

1) le degré de sollicitation des différentes sources d’information (i.e. des médiations, §
1.1)E1a calculatrice, le papier-crayon, les références construites (disponibles en mémoire ou
dans le cahier de cours), le voisinage (en particulier dans les activités de recherche en
bindmes)Cl

i1) le degré de maiftrise de métaconnaissances (Pitrat 1990) de premier niveauld
I’investigation (permettant de rechercher I’information dans les différentes sources
disponibles (cf. supra), le stockage des connaissances (il peut se faire a coté des connaissances
anciennes ou alors s’accompagner d’une réorganisation cognitive (Dorfler, in Keitel &
Ruthven 1993)) et leur expression ;

iii) le degré de maitrise de métaconnaissances de deuxieme niveau qui permettent de
traiter I’'informationla coordination des informations, essentielle dans les situations de
pluralité des registres (§ 3.3) et des outils (§ 2.4), l’inférence et l’interprétation sémantique,
essentielles particulierement en mathématiquesC]

iv) le degré de mobilisation des différentes méthodes de preuveldla preuve peut
procéder par analogie, par démonstration, par accumulation d’indices concordants, par
confrontation (reposant sur la comparaison critique des résultats fournis par les différentes
sources d’information) ou par copié-collé (reposant sur la transposition mécanique d’éléments
de preuve identifiés comme pertinents)Cl

v) le degré de contréle (§ 4.2) de ses perceptions et de sa propre activité.

Plusieurs types de traces ont permis de repérer les modes de travail, relativement a ces
indicateursIrouche 1996) : les traces écrites des travaux d’éleves (dans des productions de
type TP ou dans des productions plus classiques —devoirs a la maison ou devoirs en classe),
I’observation chronométrée de leur travail (permettant de mesurer le temps consacré a la
mobilisation des différents outils et, a I’intérieur de ceux-ci, a chaque geste), le recueil des
avis des éleves sur leur propre travail (grace a des «[Marometrest réguliers). De cette étude
ont émergé des invariants et des concordances pour cinq modes de travail extrémes (tableau
1) : théorique, rationnel, automate, bricoleur et expérimentateur.

0 Je reprends les «[dtiquettes issues de I’expérimentation, sauf I’étiquette «[Scolaireld, vivement, et justement,
contestée a I’occasion de plusieurs exposés. Je I’ai remplacée ici par «[@utomateld, pris dans le sens de «[dui agit
machinalement, par automatisme, par routineld. Les étiquettes théorique, rationnel, automate, bricoleur et
expérimentateur ont été traduites (Guin & Trouche 1999) par theoretical, rational, random, mechanical et
resourcefulllla difficulté de trouver des traductions adéquates témoigne du caractere nécessairement caricatural
(exagérant certains traits et en négligeant d’autres) des étiquettes choisies.



Modes de travail Théorique Rationnel Bricoleur Expérimen- | Automate
tateur

Sources d’information | Références Papier/crayon | Calculatrice | Toutes Aucune

privilégiées

Métaconnaissances Interprétation | Inférence Investigation | Comparaison |Investigation

privilégiées

Méthodes de Analogie Démonstration | Accumulation | Confrontation | Copié/collé

preuve privilégiées

Contrdle Fort Fort Faible Moyen Faible

Temps global de travail | Moyen Faible Important Moyen Moyen

avec la calculatrice

Temps de chaque Important Faible Faible Important Important

geste instrumenté

Tableau 1. Repérage des différents modes de travail a partir des indicateurs choisis

Des modalités identiques de certains indicateurs peuvent avoir des explications fort
différentesC]

- ainsi le temps accordé a chaque geste instrumenté est extrémement bref pour le mode
de travail bricoleur parce qu’il correspond a un comportement de zapping (§ 4.1) et pour le
mode de travail rationnell[arce qu’il correspond a une utilisation de la calculatrice
uniquement pour des actions ciblées qui ne laissent place ni au hasard avant le choix, ni a la
réflexion apres obtention d’un résultat par la calculatricel]

- ce temps est beaucoup plus long pour les modes de travail théoriques,
expérimentateurs ou automates : pour les deux premiers modes de travail, a cause du temps de
réflexion nécessaire a I’analyse d’un résultat et a sa comparaison avec d’autres résultats ; pour
le mode de travail automate, a cause des difficultés d’utilisation de 1’outil de calcul.

Cette typologie permet d’étudier les différents modes de travail des éleves dans des
situations de recherche (encadré 3) ou au cours du processus d’apprentissage d’une notion
donnée (Trouche 2000b). Elle permet aussi de constituer une géographie de la classe, qui
présente un double intéretCl

- elle donne des indicateurs pour repérer, a un moment donné, un éleve par rapport aux
cinq poles[l ne s’agit pas bien siir de réaliser une partition de I’ensemble des éleves) ;

- elle permet de suivre I’€volution des geneses instrumentales.

Elle a ainsi permis de repérer les évolutions des modes de travail dans la classe, lors du
passage d’un environnement de calculatrices graphiques a un environnement de calculatrices
symboliques]

- la place du travail instrumenté dans ’activité générale des éleves augmente pour
chacune des catégories repérées. La calculatrice n’est plus utilisée a des seules fins
d’illustration ou de vérification, mais devient un constituant essentiel de [’activité (Laborde,
in Guin 1999)C1

- les geneses instrumentales aboutissent a des instruments de natures tres différentesCd
cahier de brouillon interactif pour le mode de travaillhtionnel, boite a probléemes pour le
mode de travail théorique, béquille pour le mode de travail automate, lanterne magique pour
le mode de travail bricoleur et [unette panoramique pour le mode de travail
expérimentateurldGuin & Trouche, in Guin 1999)C]

- les différences en matiere de contrdle de 1’activité sont fortement accentuéesClce
controle devient tres faible pour les modes de travail bricoleur ou automate.

Des analyses des modes de travail apparaissent dans d’autres travaux[]

- Hershkowitz & Kieran (in Van den Heuvel & Panhuizen 2001) distinguent par
exemple deux modes de travail, liés aux méthodes différentes de coordination des



représentations en environnement calculatrice graphique C1«[A mechanistic-algorithmic way
(where students combine representatives in non-thinking, rote ways) and a meaningful wayX:]

- Weigand & Weller (2001) étudient the relationship between actions or working styles
on one hand, and the understanding of development of concepts on the other.

La prise de conscience de cette dispersion des comportements impose la mise en ceuvre
de dispositifs spécifiques permettant d’assister les geneses instrumentalesClles stratégies
didactiques d’ostension (Brousseau (1998) désigne ainsi la pratique d’enseignement ou le
professeur, montrant un objet, pense le faire comprendre) ne suffisent pas pour influer sur
[’économie du travail mathématique et pour développer le contréle sur sa propre activité (en
particulier I’activité instrumentée).



Encadré 3. Illustration de la typologie des modes de travail
On illustre cette typologie a partir d’un travail (Trouche, 1996b) proposé a une classe de terminale
scientifique (12° grade), dont tous les éleves disposent d’une calculatrice symbolique TI-92. Il s’agit de

L . ieme L, o, . P 2
déterminer la n“™ dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = ex(x +x+1).

Les calculatrices symboliques ne donnent pas la |[?1 ] Fer ]rzv] Fur I FE T FE~ T ]
y 4 P - E Alasbra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up |

réponse générale (figure a)Cl cependant la syntaxe F IS IS

d(f(x), x, n), communiquée aux éleves, donne une . w

: Arivha pitme " hefine i) =e '[}{ +x+ 1] Do
expression de la dérivée n pour des valeurs
particuliéres, enticres positives, de n. La |at —(f1:)) Ertor: Domain ertor
détermination des dérivées n“™ de la fonction f, il

pour plusieurs valeurs de n, peut permettre de |, g [FC30) [x2+ 5w+ SJ_PX
conjecturer (ce qui suppose une bonne organisation w2
de la recherche et quelques qualités d’observation) |@@f Cxd . 2>

une expression générale pour la dérivée n™, LLiAH EADERCT L LT
Figure a

Ce travail va susciter différentes démarches de recherche chez les éleves. De nombreuses techniques sont
mises en ceuvre, faisant appel au papier-crayon, a la calculatrice ou a une combinaison des deux. On peut
utiliser la typologie pour décrire théoriquement cinq modes de travail :

- un mode de travail théoriqueldl’éleve commence par déterminer les deux premieres dérivées a la main. Il
constate[d «[dn trouvera toujours une fonction sous la forme d’un produit de la fonction exponentielle et
d’un polyndme de degré 2@ puisCl «[Ik coefficient de x* sera toujours 1Epour le coefficient de x, on ajoute
a chaque fois 2, on trouvera donc 1 et 2 fois quelque choseClpour le coefficient de x, c’est la somme des
deux coefficients précédents. Pour ce dernier coefficient, I’éleve a une premiere idéeld«[dela me rappelle
le triangle de Pascal, ou chaque combinaison est la somme de deux combinaisons de rang inférieurld. Puisd
«[dela revient a faire la somme de nombres impairs successifs, c’est un exercice connu, on doit trouver un
carréld. La calculatrice est alors utilisée pour vérifier ce résultat général.

- un mode de travail rationnelC11’éleve fait quelques dérivées successives papier-crayon, puis quelques
dérivées avec la calculatrice. Tous les résultats sont notés sur le papier. Une conjecture surgit assez vite[dla

P A x, 2 2 PPN
dérivée n“™ semble étre de la forme e (x” +(2n +1)x+ n +1). La preuve est alors apportée grace a un
raisonnement par récurrence, réalisé papier-crayon.

- un mode de travail automateld pour plus de slireté, les dérivées sont calculées papier-crayon et avec la

calculatrice. Les calculs sont longs, parce que les techniques de base sont mal maitriséesCainsi la fonction

2
est entrée dans la calculatrice sous la forme " el , ce qui rend difficile la comparaison avec les résultats
obtenus sans la calculatrice. Etant donnée I’'impossibilité de trouver une cohérence entre les différents
résultats, ce sont les résultats fournis par la calculatrice pour les premieres dérivées qui sont donnés, sans
qu’il soit possible d’imaginer une formule générale.
- un mode de travail bricoleurldla fonction est entrée rapidement dans le répertoire de fonctions de la
calculatrice. De tres nombreuses dérivées successives sont recherchées, jusqu’a ce que I'idée du résultat
général émerge. La preuve est alors apportée par I’accumulation de résultats concordants (I’éleve dit au
professeurld «[Ih formule marche pour n’importe quelle valeur de n. La preuvelddonnez-moi la valeur que
vous voulez, vous verrez que cela marcherall). Tout le travail est réalisé sur machine, sans trace écrite.
- un mode de travail expérimentateurl:dles calculs sont réalisés en méme temps papier-crayon et avec la
calculatrice. Pour trouver une forme générale, de nombreuses techniques sont utilisées : factorisation,
développement des expressions, calcul de la dérivée n*™ pour de petites valeurs et de grandes valeurs de n.
La formule générale est conjecturée. La preuve repose d’abord sur le fait que la formule est vérifiée par
tous les calculs (papier-crayon et avec la calculatrice), mais aussi sur des observations plus générales («[3
chaque fois on ajoute 2, c’est normal que le coefficient de x soit 2n+10).




5) Les orchestrations instrumentales, définition, nécessité et illustration

La difficult¢ de coordonner les registres sémiotiques (§0.3) et de controler les
perceptions (§4.2) est accrue dans des environnements technologiques complexes (§ 1E13.2)
qui proposent une multiplicité d’outils (§ 2.5), ouvrant de nouvelles possibilités et prescrivant
relativement 1’action de 1’utilisateur (§ 2.4). Eviter une déperdition d’instrumentalité ou de
sémioticité (§ 3.3) et limiter la dispersion des modes de travail des éleves (§ 4.3) suppose,
d’une part la construction de nouvelles praxéologies (§ 2.1) justifiant et contrdlant les
techniques instrumentées, et d’autre part de nouvelles organisations didactiques assistant les
geneses instrumentales. Ces notions de guidage, d’accompagnement et d’assistance’
émergent de toutes les recherches récentes sur les apprentissages en environnement
informatiquelpour Linard (2001), il s’agit d’accompagner et provoquer, non superviser, la
prise de conscience et I’autocontréle de ses actions par I’apprenantfClpour Ruthven (1997),
the degree to which this [CAS] technology is likely to be productive in the classroom will be
highly dependent on the avaibility of proven models and exemplars to guide teachers and
students in its use. Cette nécessit€é ne découle pas naturellement des pratiques
professionnellesE Artigue & al (1998) montrent que, pour les professeurs, la tendance
naturelle a I’assimilation peut conduire a minimiser [’importance de la gestion nécessaire par
I’enseignement de l’instrumentation.

5.1 Systéeme de travail, systeme d’instruments

Rabardel (in Bailleul 2000) définit un systéme d’instruments comme résultant, pour un

individu, d’une genese instrumentale (§ 2.2) combinant un ensemble d’outils. Cette notion
rejoint celle de systéeme de travail que définit ainsi (Chevallard 1996)C le travail
mathématique suppose un travail que je dirai, sinon métamathématique, du moins
épimathématique. Travail sur les instruments du travail, et sur leur emploiCtravail au second
degré en quelque sorte, qui fait partie du travail mathématique (...) Notre mathématicien
travaille. Il manipule ce que j’appellerai provisoirement des outils — les outils du travail
mathématique — et cela de maniere réglée, au sein d’un systeme local, souvent évolutif,
parfois méme labile. Je nomme un tel systeme un systeme de travail. Un systeme
d’instruments est donc propre a un individu, mais il résulte d’un processus a la fois individuel
et socialld
- il est social par nature, du fait des connaissances incorporées dans les artefacts (§ 2.2) et des
rapports que tout individu entretient avec I’institution de travail ou d’étude (§ 2.1) dans
laquelle il s’inscritCIRabardel & Samurgay (2001) précisentCjue les schemes d’utilisation ont
la caracteéristique de schemes sociauxils sont élaborés et partagés dans des communautés
de pratique et peuvent donner lieu a appropriation par les sujets, voire relever de processus
de formation expliciteC:]
- il est social par intérét, du fait de la productivité de ce que Changeux (2002) appelle les
réseaux cognitifs intercérébrauxtc’est par le partage interpersonnel et l’échange de
représentations, de concepts et de points de vue que surgit brusquement ce que Hadamard
appelle une «@lumination3d, certes dans un cerveau individuel.

L’introduction d’un nouvel artefact, fréquente dans un contexte de foisonnement
technologique, rencontre des systemes d’instruments déja constitués. La gestion didactique de
cette situation est une question que Rabardel (in Bailleul 2000) juge crucialeClquels artefacts

' Je distingue d’une part les termes de contréle et de pilotage, employés dans le sens de self-control (§ 1.2,2.1,
2.3,24,4.1,4.2, 4.3) et d’autre part les termes de guidage, d’accompagnement et d’assistance, employés dans le
sens d’aide, par I’institution, au développement des geneses instrumentales des individus (§ 1.3, 2.4, 4, 5.2).



faut-il proposer aux apprenants et comment les guider dans les geneses instrumentales et
dans ’évolution et I’équilibrage de leurs systemes d’instrumentsCd Pour quelles activités
d’apprentissage et quelles constructions des savoirs mathématiques2

5.2 Entre hardware et software didactiques, les dispositifs d’exploitation didactique

Chevallard (in Cornu 1992) évoque [’intégration et la viabilité des objets informatiques
dans un environnement donné. Nous considérons ici un environnement d’apprentissage
informatisé (Basque & Doré 1998), c’est-a-dired
- un lieu, réel ou virtuel (il s’agira ici d’une salle de classe), abritant des individus et des
artefactsC]

- un lieu dédié a l’apprentissage. Un environnement d’apprentissage est aussi un
environnement d’enseignementlC] I’accent mis sur 1’apprentissage suggere une attention
particuliere portée a I’initiative et a la possibilité de faire des choix pour I’apprenantl]

- un lieu qui inclut des artefacts informatiquesSusceptibles de soutenir les démarches des
apprenants. Ce ne sont pas nécessairement les seuls artefacts disponibles. IIs ne prennent pas
nécessairement en compte la dynamique de 1’apprentissagel] en ce sens, la notion
d’environnement d’apprentissage informatisé est plus large que la notion d’EIAH.

Chevallard (ibidem) utilise une métaphore informatique pour distinguer trois niveaux
dont I’interaction est essentiellef@our [’implémentation didactique d’outils informatiquesC]

- le hardware didactique, formé des composants matériels de I’environnementl] artefacts
divers (calculatrices, rétroprojecteur, logiciels d’enseignement...), mais aussi modes
d’emploi, fiches techniques etc.

- le software didactiquelqui est constitué par les séquences d’enseignement elles-mémesC]l

- le systeme d’exploitation didactique, niveau essentiel qui permet de tirer parti des ressources
potentielles de I’environnement ; il assure la coordination et I’intégration des deux premiers
niveaux.

Il souligne I’importance de ce troisieme niveau, le systeme d’exploitation didactique,
sans lequel les composants du hardware didactique risquent fort d’&tre entierement écartés de
la scene de I’enseignement. Au lieu de systéme, je préfere parler ici de dispositif pour bien
marquer la composante d’intentionnalité qui distingue un dispositif d’un systeme'?. Concevoir
des dispositifs d’exploitation didactique des environnements informatisés, c’est 1’objet de
Vingénierie didactique” dont Artigue (2000Clin Guin et Trouche 2002) donne des exemples
de réalisation.

Je définis un dispositif d’exploitation didactique comme une suite finie de scénarios
d’exploitation didactique. Un scénario d’exploitation didactique organise la mise en scéne de
situations données dans un environnement donné.

La notion de situation est au coeur de la théorie développée par Brousseau (1998). Une
situation adidactique est une situation de résolution d’un probleme dans lequel n’apparait pas
d’intention didactique et au cours de laquelle le professeur se refuse a intervenir comme
proposeur des connaissances qu’il veut voir apparaitre et qui sont des conditions de la
résolution de ce probleme. Il s’agit en fait d’un idéal vers lequel il s’agit de convergerid..)1

2 Cf. sur ce point les actes du colloque «Hle dispositif, entre usage et conceptd, 1998, Louvain La Neuve,
www.comu.ucl.ac.be/reco/grems/agenda/dispositif/colloque.html.

1 (Chevallard, in Cornu 1992) évoque «[le probleme de I’ingénierie didactiqueld dont Artigue (2000) évoque la
genese au sein de la communauté didactique francaise. L’expression ingénierie didactique recouvre dans la
littérature deux notions, se situant a des niveaux différentsClle niveau de la conception (didactical engineering)
et le niveau du produit réalisé (engineering designs ou engineering products). Nous utilisons dans ce document
I’expression au premier sens de conception de dispositifs d’exploitation didactique.



cette situation (adidactique) ou ce probleme choisi par l’enseignant est une partie essentielle
de la situation plus vaste suivanted le maitre cherche a faire dévolution a l’éleve d’une
situation adidactique qui provoque chez lui ’interaction la plus indépendante et la plus
féconde possible (...) L’enseignant est donc impliqué dans un jeu avec le systeme des
interactions de l’éléeve avec les problemes qu’il lui pose. Ce jeu ou cette situation est la
situation didactique (Brousseau ibidem).

C’est ce méme jeu qu’évoque Artigue (in Guin & Trouche 2002)E[’ingénierie ne se
situe pas ici dans la perspective d’un fonctionnement adidactique (...). Un probleme global
peut certes étre identifield faire sens mathématiquement d’un certain type de phénomenes
numérico-graphiques, mais ce probleme éclate en une succession de sous-problemes, dans un
scénario étroitement piloté par ’enseignante. Les choix sont pensés pour donner, dans
chaque phase, une autonomie maximale aux éleves mais les jeux de l’éleve (pris
individuellement) du groupe d’éleves, de l’enseignante sont étroitement imbriqués, pour
permettre justement cette prise d’autonomie (...).

Je me place dans le cadre de la situation didactique plus vaste évoquée ci-dessus pas
Brousseau, qui contient, localement ou idéalement une situation adidactiqueldlocalement
parce que certaines phases de la situation se dérouleront sur un mode adidactique, idéalement
parce que c’est en fonction de 1’objectif de mettre en place une telle situation que sont pensés
les choix du scénario.

Un scénario d'exploitation didactique réalise la mise en scene d'une situation sur deux
plans imbriqués. 11 définit, integre et coordonne :

- les modes de gestion de la situation elle-mémeC]
- les modes de gestion des artefacts.

Il produit des milieux didactiques, qui vont agir sur I’éleve et sur lesquel I’éleve va agir
(Brousseau 1998).

Les modes de gestion des artefacts apparaissent dans les systemes de travail, la plupart
du temps, comme des points aveugles ou des chainons manquants, 1’essentiel de 1’attention
étant portée sur le contenu des activités. C’est sans doute a la fois la marque d’une hypothese
constructiviste qui privilégie [’activité propre de [I’éléve par rapport aux phases collectives
(Laborde, in Guin 1999) et d’une conception qui considere les artefacts comme extérieurs a
I’activité elle-méme (Bosch & Chevallard 1999). Pour définir ces modes de gestion,
J’introduis la notion d’orchestration instrumentale.

5.3 D’un ensemble d’outils vers un systeme d’instruments, les orchestrations instrumentales

Une orchestration instrumentale prend en compte la nécessité de guider les apprenants
dans les geneses instrumentales et dans I’évolution et 1’équilibrage de leurs systemes
d’instruments (Rabardel ibidem). Elle est définie par des configurations didactiques (c’est-a-
dire des agencements des artefacts de I’environnement, correspondant a chaque phase d’une
situation), leurs modes d'exploitation et leur articulation.

La conception d’une configuration didactique répond a des objectifs didactiquesCldes
objectifs principaux, fondant la nécessité de cette configuration et des objectifs secondaires,
liés aux modes d’exploitation choisis.

Je distingue trois niveaux de configurations, liés aux trois niveaux d’artefacts que
Wartofsky (§ 2.5) distingueld
- les configurations de premier niveau, liées aux artefacts primaires, correspondant au concept
d’outil tel qu’il est ordinairement utiliséCl
- les configurations de deuxieme niveau, li€ées aux modes d’action des artefacts de premier
niveaul]



- les configurations de troisieme niveau, liées aux situations de simulation et aux méthodes
réflexives d’auto-analyse de I’activité, propres ou collectives.

On trouvera dans (Guin & Trouche 2002) ou dans (Lagrange & Py 2002) des exemples
de configurations de premier niveau, consistant pour I’essentiel en un paramétrage logiciel. Il
ne s’agit pas de donner des lecons de méthode (Delozanne 1994), mais de guider la
constitution d’un instrument de calcul de limite dans le premier cas, d’étude de variations de
fonctions dans le deuxieme cas.

Je présente ici des configurations de deuxieme et troisieme niveau.
1) Un exemple de configuration de deuxieme niveau

J’ai proposé (Trouche 1997) une configuration qui concerne 1’ensemble des éleves
d’une classe et a pour objectif principal la socialisation (dans une certaine mesure) des
geneses instrumentales des éleves. Elle repose (figure 2) sur la dévolution d’un role particulier
a un éleve de la classelcet éleve, appelé 1’éléve-sherpa™, pilote 1a calculatrice rétroprojetée.

Professeur
Tableau Ecran

\
@ Tablette de —

rétroprojection —»- IEI
Cahier TI1-92
Nl i

sl IIEE
|IIIII|
| Eaail| |
@ _r
Eleve
sherpa

Figure 2. La configuration de I’éléve-sherpa

Il va ainsi servir, a la fois pour le maftre et pour la classe, de référence, de guide,
d'auxiliaire et de médiateur. L’orchestration de cette configuration favorise une gestion
collective d’une partie des processus d’instrumentalisation et d’instrumentationClce que fait
un éleve avec sa calculatrice - les traces de son activité - , est vu par tous, ce qui lui permet
d’apporter sa contribution a la constitution des instruments de la classe et donne des
informations au maitre sur ses schemes d’action instrumentée en construction. Le maitre peut
aussi guider, a travers la calculatrice de 1’éleve-sherpa, I’ensemble des calculatrices de la
classe (il ne réalise pas lui-méme le geste instrumenté, mais assiste I’éleve dans la mise en
ceuvre de ce geste)Clde plus, il peut combiner, pour son enseignement, les résultats obtenus
«[@ la main@d sur le tableau et les résultats obtenus par la calculatrice de 1’éleve-sherpa sur
I’écran de la classe. Cela facilite, pour les éleves eux-mémes, sur leur propre bureau, la
combinaison du travail papier-crayon et du travail avec leur calculatrice. Le maitre assure
ainsi une fonction de chef d’orchestre, plutot que d’homme-orchestre.

“Le mot  sherpa fait référence d’une part a I’homme qui guide et porte la charge lors des expéditions
himalayennes, d’autre part aux diplomates qui préparent les rencontres internationales.



Cette régulation, élément structural fondamental de la relation didactique (Sensevy &
al 2000), va permettre de re-produire les lieux du professeur et des éleves, les temps de
I’enseignement et de 1’apprentissage, les objets des milieux des situations et 1’organisation des
rapports a ces objets. Plusieurs modes d’exploitation de cette configuration peuvent étre
envisagés, a partir de ses variables (le rétroprojecteur peut etre allumé tout le temps ou non, le
role de sherpa peut étre attribué au méme éleve pendant toute la séance ou non, il peut étre
attribué a tour de role ou en fonction d’objectifs didactiques spécifiques de la séance ou de
I’¢éleve, etc.). En fonction des choix didactiques opérés, des objectifs secondaires de cette
configuration peuvent apparaitreClpar exemple donner des moyens au maitre pour réintégrer
dans la classe des éleves marginaux ou en difficultélda fonction d’éleve-sherpa donne en effet
un autre statut a un éleve et impose au maitre de régler son pas sur lui : le suivi sur le grand
écran du travail de cet éleve permet des rétroactions tres rapides du maitre et de la classe).

Cette orchestration instrumentale vise 1’articulation, pour chaque individu, des
différents instruments de son travail mathématique (les instruments construits a partir du
papier-crayon ou de la calculatrice) et elle participe a la coordination de I’ensemble des
instruments de la classe (le réseau de travail qu’évoque Changeux (2002)), I’interaction étant
médiée par 1’éleve-sherpa et régulée par le maitre.

i1) Un exemple de configuration de troisieme niveau

J’ai introduit (Trouche, in Guin, 1999) une configuration, I’observation-miroir (figure
3), qui a pour objectif I’auto-analyse de I’activité". Les éleves, dans le cadre d’un TP (travaux
pratiques), sont regroupés par bindmes. La moitié des bindomes réalise la tache mathématique
proposée, 1’autre moitié observe et releve les actions réalisées, a 1’aide de deux artefactsC]
- une tablette de rétroprojection pour capturer 1’écran de la calculatrice d’un des éleves du
bindme (celui qui n’est pas en charge du rapport de recherche)Cl
- des feuilles d’observation pour relever, toutes les quinze secondes, 1’ensemble des actions
réalisées (ces feuilles se présentent sous la forme de grilles dans lesquelles les différents types
de gestes (§ 2.1) sont repérés : les gestes papier-crayon, les gestes calculatrice, les gestes
relatifs aux interactions et enfin les «[diverskd, recouvrant des actions n’ayant rien a voir avec
le probleme traité).

" Vasquez Bronfman (2000) définit un dispositif du méme type, le practicum réflexif , comme un cadre, un
parcours, congu pour aider les apprenants a acquérir [’art de travailler dans les domaines incertains (ou
indéterminés) de leur pratique.



Calculatrice

Bindme 500 e
observé = .@ \J
\ f Rapports de
recherche
Tablette de

N 4 rétroprojection
—F Feuilles

° d’observation
—— \
Binome -
observant G %’:ﬁ

Figure 3. La configuration d’observation-miroir

L’orchestration instrumentale reposant sur cette configuration met I’accent non pas sur les
résultats de I’activité, mais sur les formes que celle-ci revét. Elle permet aux éleves «[dn
observant les autres, de s'observer soi-mémeld (d’ou le nom de miroir proposé pour ce type
d’observation) et de construire ainsi une médiation réflexiveld pour la plupart des éleves
observés, I’organisation de I’activité révélée par le bilan chronologique suscite d’ailleurs une
grande surprise («omment, je n’ai lu I’énoncé que pendant 15 secondes[d). La prise de
conscience des écarts entre ce que les éleves ont fait et ce qu’ils ont le souvenir d’avoir fait
favorise une réflexion en profondeur sur les formes de ’activité, permet d’en comprendre
certains défauts et d’en rectifier certains travers.

On retrouve dans les orchestrations instrumentales basées sur ces différentes
configurations des éléments communsCll’interaction entre les différents sujets, I’explicitation
des démarches et la publication des traces de ’activité (I’écran de I’éleve-sherpa et les relevés
chronométrés d’activité). Ils concourent tous a renforcer la dimension sociale des schemes
d’action instrumentée, c’est-a-dire a prendre en charge collectivement une part de la genese
instrumentale pour assister la constitution des systemes d’instruments.

5.4 Constitution de milieux et évolution d’un environnement informatisé d’apprentissage

L’orchestration instrumentale est la partie du scénario d’exploitation consacrée a la
conduite des instruments. Elle prend en charge des artefacts présents dans 1’environnement
(pas nécessairement tous) et en ajoute éventuellement d’autres (cf. la tablette de
rétroprojection pour I’éleve sherpa, figure 2). Le scénario d’exploitation didactique articule
les modes de gestion de la situation et les modes d’exploitation des artefacts (1’orchestration
instrumentale). 11 fournit, pour chaque phase de la situation, un nouveau milieu didactique
pour les apprentissages mathématiques. Ce travail fait évoluer localement les systemes
d’instrumentsfune situation didactique est 1’occasion d’acquérir une connaissance donnée et
fait donc évoluer certains instruments du systeme). Il permet de constituer, pour chaque
phase, apres I’immersion dans chaque milieu didactique, un nouvel environnement
d’apprentissage. Un scénario d’exploitation didactique est ainsi le moteur de 1’évolution
locale d’un environnement informatisé d’apprentissage, au niveau de chaque phase et au



niveau de la situation globale. Un dispositif d’exploitation didactique est un agencement
d’une suite de scénarios, exploitant un ensemble de situations li€es aux connaissances a
construire dans une institution donnée. C’est le moteur de [’évolution globale d’un
environnement informatisé d’apprentissage. Je propose (figure 4) un schéma général décrivant

ce dispositif.
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Figure 4. Description d’un dispositif d’exploitation didactique d’un environnement informatisé d’apprentissage

La distinction de ces différents niveaux me semble essentielleld leur confusion peut

avoir en effet deux conséquences néfastesCl

- elle peut aboutir a escamoter I’un des constituants du scénario d’exploitation (c’est souvent
I’orchestration instrumentale qui, apparaissant transparente, ¢’est-a-dire comme allant de soi,

disparait)Cl



- elle aboutit aussi souvent a méler les niveaux de recherche et de développement le
professeur apparait alors, soit comme un partenaire dans la constitution des scénarios
d’exploitation (ce qui ne facilite pas la phase de développement (Artigue 2000)), soit comme
un professionnel polyvalent prenant en charge les fonctions d’ingénieur didacticien et
d’enseignant (ce qui n’est pas raisonnablement possible (Chevallard, in Cornu 1992)).

Il reste a étudier la pertinence de ce modele pour des environnements informatisés
d’apprentissage différents de celui, classique, d’une classe «[drdinaireld, c’est-a-dire d’un
ensemble d’apprenants réunis dans un lieu donné, en présence d’un professeur. Je pense en
particulier aux environnements d’apprentissage en présence et a distance, pour lesquels il
existe plusieurs lieux, réels ou virtuels, plusieurs formateurs et en général des systemes
d’instruments plus complexes, combinant les outils propres de la communication a distance et
les outils sur lesquels porte la formation. Cette question, ouverte, constitue pour moi une
perspective de recherche.

5.4 Les problemes de formation que pose 1’'intégration des outils

La complexité de la construction et de la conduite des instruments dans les apprentissages
mathématiques se traduit par une complexité accrue (Guin & Trouche 2001) du rdle du
professeur dans les environnements technologiques complexes. La question de 1’organisation
et de la gestion par I’enseignant de la classe est assez peu prise en compte dans la littérature
de recherche (Collectif CNCRE 2000). Pourtant, comme le souligne Burrill (2002) a propos
des environnements de calculatrices graphiques, teachers should be prepared to respond to
problems highlighted in the researchCfor example, the confusion about some features of the
calculator such as scaling issues and failure of the technology to accurately represent
discontinuities. Teachers should be involved in helping students learn how to use the
calculator with full recognition of its constraints and potential. They should also understand
various profils of student behavior in order to design and implement appropriate
mathematical activities using handheld graphing technology. La viabilité de I’intégration des
outils informatiques dans la classe de mathématiques nécessite donc une réelle formation des
enseignants (Artigue 1998C]Artigue, in Guin & Trouche 2002).

Les dispositifs de formation, initiale ou continue, pour assurer cette préparation des
enseignants a un renouvellement de leurs pratiques professionnelles, inexistant dans
I’enseignement supérieur (Dejean 2002), ont été analysés pour I’enseignement de second
degré par Abboud (1994)CIbasés sur des stratégies de monstration (présentation et description
de situations) ou d’homologie (mise en situation des stagiaires, en position d’éleve, dans
I’objectif qu’ils reproduisent ensuite les mémes situations dans leur classe (Kuzniak 1994)),
ils reposent sur des contenus fortement personnalisés et ne permettent pas en général, pour les
enseignants, le passage a l’acte pédagogique (Guin 2001). Quand les enseignants néophytes
tentent de transposer dans leurs classes les situations qui leur ont été proposées en formation,
ils le font sur le méme modele monstratif, en jouant le role d’homme (de femme) orchestre,
assurant les taches mathématiques usuelles et les nouvelles taches de gestion des outils de
calcul et ne favorisant pas une socialisation des geneses instrumentales (Bernard & al 1997).
(Sohkna 2002) montre que ces enseignants considerent comme allant de soi les techniques
instrumentées élémentaires et qu’ils ont beaucoup de difficultés a faire face aux résultats
surprenants fournis par les outils de calcul. Etre un enseignant expert dans I’utilisation
d’outils mathématiques complexes ne suffit cependant pas pour assurer 1’intégration de ces
outils dans une classe (Nogues & Trouche, in Bailleul 2000).



Vivet (1991) introduit la notion de scénarios d’usage, éléments de base de schémas
d’organisation pédagogique de la classe. (Laborde, in Guin 1999) décrit un scénario comme
étant la description du déroulement prévu d’un enseignement donné, comportant non
seulement la présentation de la séquence et de ses objectifs, les documents utilisés par les
éleves, mais aussi des documents d’accompagnement devant faciliter la mise en ceuvre de la
séquence en classe par un enseignant n’ayant pas participé a son élaboration. (Allen & al
1995)Eklient ces scénarios d’usage a 1’organisation d’un réseau évolutif d’enseignants chargé
d’élaborer et de tester ces scénarios a partir de propositions d’experts. Guin & al (2002)
présentent une mise en ceuvre de ces idées autour de scénarios d’intégration de fichiers
informatiques présentant des figures animées.

Plus récemment, cette nécessité d’accompagner les enseignants de maniere continue dans la
conception de ressources pédagogiques et dans leur mise en ceuvre au niveau de la classe a
donné lieu a la mise en place de dispositifs de formation a distance. Le SFODEM (Suivi de
FOrmation a Distance pour les Enseignants de Mathématiques), piloté par 'IREM de
Montpellier depuis septembre 2000, est passé a une phase opérationnelle depuis septembre
2002. Le SFODEM regroupe plusieurs themes de formation, I’objectif étant de repérer, a
travers la diversité de ces themes, les invariants dans I’organisation pédagogique et la
structure des ressources. Le bilan de la phase expérimentale a été tiré (Guin, Joab & Trouche
2003). Il fait apparaitre des résultats intéressants, en matiere de conception et de réalisation de
ressources pédagogiques, entre la premiere et la deuxieme année d’expérimentation (cf. figure
5o

- une fiche d’identification, concue en relation avec les normes actuellement élaborées pour
les ressources pédagogiques (Guin, Joab & Trouche 2003), permet le repérage de chaque
ressource. Elle donne les caractéristiques principales de I’activité pour permettre a 1’utilisateur
de la sélectionner pertinemment, au regard de son programme de travail et de son
environnement technologiquel]

- la structure de ces ressources s’enrichit et se clarifie. Un scénario d’usage apparait, il est
détaché de la fiche éléve et de la fiche professeuriek (relativement) des €léments techniques. Il
présente, pour les enseignants, des €léments portant sur le scénario d’exploitation et les
orchestrations instrumentales, leur configuration et leurs modes d’exploitation,
éventuellement remis en cause ou enrichis a partir de compte-rendus d’expérimentation]

- I’écriture des ressources est épuréellelle permet de distinguer les niveaux technique et
pédagogique. La rédaction de ressources indépendamment d’un logiciel particulier fait
apparaitre les fonctions du logiciel de fagon générique et non les actions de bas niveau. Cette
évolution favorise une prise de distance des concepteurs par rapport a 1’outil. Elle favorise
également pour les utilisateurs 1’appropriation, la mutualisation et I’exploitation des
ressources dans différents environnements technologiques.
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Figure 5. L’évolution des ressources constituées pour la formation a distance (Guin & al 2003)

Ce travail de constitution de ressources pédagogiques vivantes se poursuit dans le SFODEM
pour sa phase opérationnelle[3il se prolonge aussi depuis septembre 2002 dans le cadre de la
FODESIT (FOrmation Des Enseignants du Supérieur a I’Intégration des Technologies,
dispositif mis en place par I'IREM de Montpellier), dans le domaine de 1’intégration du calcul
formel dans les enseignements de mathématiques des premiers cycles universitaires.

Ces deux dispositifs, au pilotage desquels je participe, sont un cadre tres intéressant pour
étudier la pertinence de I’approche instrumentale au niveau des ressources pédagogiquesCl
celles-ci sont alors considérées elles-mémes comme des artefacts, qui deviendront des
instruments intégrés dans une pratique professionnelle au cours d’une genese. L utilisateur est
alors collectif, au sens d’une communauté de pratique. L’influence réciproque entre compte-
rendus d’expérimentation et scénarios d’expérimentation assure, en fonction du temps, le jeu
des processus d’instrumentation et d’instrumentalisation. En ce sens, ces ressources
pédagogiques sont bien évolutives.

Cette recherche est importante, a un moment de foisonnement de ressources pédagogiques sur
la toile, la plupart du temps difficilement identifiables, peu structurées et difficilement
transférables (a la pratique d’un utilisateur autre que le concepteur lui-méme) et
mutualisables.

Les dispositifs de formation a distance posent aussi, a un autre niveau que celui d’une classe,
des problemes de conception de scénarios d’exploitation didactique (en particulier des
orchestrations instrumentales) d’environnements complexes, combinant différents lieux,
différents acteurs et différents types d’outilsCla plate-forme de communication a distance, les
ressources pédagogiques, les TICE sur lesquels porte la formation. Entre la premiere et la
deuxieme année d’expérimentation du SFODEM (Guin, Joab & Trouche ibidem) est apparue
la nécessité de préciser les places, roles et engagements de chaque acteurldt les régles de
fonctionnement et modes de régulation du dispositif. Le dispositif d’exploitation de la plate-
forme est ainsi précisé a partir de 1’élaboration de chartes qui fixent les responsabilités des
différents intervenants (formateurs et stagiaires). Une nouvelle organisation du processus de
production et de mutualisation des ressources apparait a partir de la mise a disposition, sur la
plate-forme, de germes de ressources ou de fiches de projets. De cette expérimentation



émergent une nouvelle organisation de la formation, de nouveaux rapports des formateurs et
des stagiaires avec la formation, une nouvelle structure des ressources pédagogiques.
Concevoir, a partir de ces éléments, un dispositif d’exploitation d’un tel environnement, dans
le prolongement du modele construit pour une classe (cf. figure 4), reste a faire.

Mes recherches concernaient au départ I’intégration des calculatrices graphiques dans
I’enseignement des mathématiques. Elles se sont étendues aux calculatrices symboliques
(Trouche 2000b). Ce terrain est apparu particulierement fructueux, pour deux raisonsC]

- les calculatrices sont des outils a disposition permanente des éleves. Les processus de
constitution des instruments qui en résultent sont donc beaucoup plus riches que pour des
outils épisodiques, rencontrés dans le seul cadre de la classel

- les logiciels de calcul formel intégrés sur ces plate-formes ne sont pas, au départ, dédiés a
I’enseignement. L’analyse des contraintes de cet outil en relation avec les usages puis la
définition d’orchestrations instrumentales permettant 1’aménagement de 1’environnement
technologique (ou la définition de nouvelles spécifications), enfin 1’analyse des usages du
nouvel environnement permettent de concevoir un instrument comme produit d’une
construction dans laquelle les usagers prennent une part active.

En cela, ce travail de recherche peut avoir des prolongements pour la conception et 1’étude
d’autres environnements informatisés d’apprentissage, au-dela du seul cadre des calculatrices
et de I’enseignement des mathématiques.

Dans I’immédiat, les domaines de la conception de ressources pédagogiques et de dispositif
de formation ouverte a distance constituent pour moi des perspectives de recherches
importantes, dans le cadre des communautés EIAH et de didactique des mathématiques.

6) Conclusion

Mes recherches, depuis la soutenance de ma these (Trouche 1997) se sont inscrites dans

plusieurs perspectives]

- une perspective anthropologique visant a repérer les problemes d’intégration
technologique dans leur évolution (au cours du temps) et dans leurs invariants (par rapport
a Dactivit¢ humaine). Cette étude fait apparaitre une complexification, une
miniaturisation, un regroupement des outils, un renforcement de la place des images dans
les artefacts, une évolution des rapports de I’homme a 1’outil (I’outil devient prothese) et
des rapports de la société aux outils (la technique devient politique). Cette généralisation
permet de mieux comprendre le développement des outils dans le travail mathématique et
les résistances culturelles et professionnelles (essentiellement dans 1’enseignement) qui se
font jourC]

- une perspective instrumentale visant a fournir une méthode d’étude des processus de
conceptualisation des mathématiques en environnement informatique. Cette approche met
en évidence les contraintes qui s’exercent sur I’activité de I’éleve et influent (méme au
niveau des gestes élémentaires) sur la conceptualisationd la genese instrumentale,
construction d’un instrument mathématique a partir d’un artefact, et la conceptualisation
sont des processus duaux. Cette étude met en évidence trois niveaux de contraintes et un
changement important, par la transposition informatique, de [’instrumentalité et de la
sémioticité des ostensifs mathématiques. La mise en évidence des catachréses fournit des
pistes pour une contribution des usagers a la conception des environnementsC]

- une perspective cognitive visant a comprendre et a décrire la dispersion des modes de
travail mathématique dans les environnements technologiques complexestdAS, § 4)C

- une perspective d’ingénierie didactique visant a préciser les dispositifs d’exploitation
didactique des environnements informatisés d’apprentissage mathématique (AS, § 5).



Ces recherches mettent en évidence la nécessité de prendre en compte, pour I’implémentation
didactique des artefacts, le niveau des orchestrations instrumentales, c’est-a-dire de la
configuration didactique et de ses modes d’exploitation. Elles donnent des éléments pour le
développement de ressources pédagogiques a destination des enseignants, favorisant la
constitution de nouveaux systémes d’instruments. Elles rejoignent les perspectives de
recherche et questions vives que (Baron & Bruillard 2002) relevent pour les technologies de
I’éducation, en particulier 1’appréciation de Derycke, dans ce dernier ouvrage, selon laquelle
la réalité complexe du E-Learning demande une approche par multiples points de vue, dans
une approche pluridisciplinaire ou non seulement des spécialistes des STIC, ceux des sciences
de ’éducation, de la didactique des disciplines, ou de la psychologie seraient conviés, mais
aussi ou d’autres disciplines, notamment issues des sciences humaines comme
I’anthropologie, participeraient.

La création du département STIC du CNRS va dans le méme sensClces problémes [liés aux
recherches sur les EIAH] sont clairement a l’interface de l’informatique et des disciplines
impliquées dans [1’étude des phénomenes d’éducation et de formation (épistémologie,
psychologie, pédagogie, didactique, ergonomie, sociologie,[1.), mais cette interface est
profondel] elle demande que soient revisitées bien des questions spécifiques de
l’informatiqueld modélisation des connaissances, du raisonnement, de l’interaction,
ergonomie des interfaces etc. (texte du Réseau Thématique Pluridisciplinaire STIC,
Apprentissage, éducation et formation, 2 juillet 2002).

L’interface est profonde, les questions vives nombreusesClles prendre en compte est une
nécessité si ’on vise, dans 1’enseignement, une intégration des outils tout a la fois plus large
et plus efficace du point de vue de 1’apprentissage.
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LE MoOBILE

Il y a de nombreuses années, je disais a mes
¢tudiants : « prenez une feuille de papier et
dessinez-moi un monde social ».

Presque tous faisaient une pyramide.

De plus en plus, pour remplacer une image
par une autre, je vois le monde social
comme un mobile de Calder, ou 1l y aurait
des especes de petits univers qui se baladent
les uns par rapport aux autres dans un
espace a plusieurs dimensions (Bourdieu)




