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Los métodos formales son usados en las Ciencias de la Computacién para verificar
que un programa sea correcto y funcione conforme a nuestras expectativas. Por ejem-
plo, la verificacion formal de software consiste en demostrar que un algoritmo cumple
una postcondicion, expresada el algin lenguaje 16gico como el calculo de predicados
o la 16gica modal, suponiento que se ha cumplido cierta precondicién. Dentro de esta
tradicién, encontramos dos enfoques, con propésitos ligeramente distintos!, para espe-
cificar formalmente agentes racionales:

Lenguajes orientados a agentes. En este enfoque, el lenguaje empleado para especi-
ficar formalmente a los agentes y su comportamiento, es a su vez, un lenguaje
ejecutable por el agente. Por ejemplo: AgentO [19, 20], Golog and Congolog
[12, 3], y AgentSpeak(L) [16].

Lenguajes externos a los agentes. En este enfoque, los métodos formales conducen
a lenguajes no ejecutables por los agentes, metalenguajes usados para especifi-
car el disefio de los agentes y para verificar que ciertas propiedades del com-
portamiento de los agentes se cumplan. Por ejemplo, las diferentes 16gicas BDI
[2, 17,15, 18, 7, 21], incluyendo Lora [23]; o las diferentes especificaciones de
agentes en lenguaje Z [4, 14].

Lo ideal serfa contar con formalismos que atendieran ambos propdsitos, pero el
compromiso entre expresividad y computabilidad, hacen que esto sea en extremo di-
ficil [22]. Debido a las propiedades que esperamos de un agente, en particular reac-
tividad, las arquitecuturas de agente deben usar lenguajes internos que sean compu-
tacionalmente eficientes; pero en contraparte, otras propiedades de los agentes como
la iniciativa y la habilidad social, requieren de lenguajes muy expresivos para obtener

Para una discusién més detallada al respecto y la consideracién de algunos casos de estudio, vean el
capitulo 9 de Michael Wooldrige [23] en “Reasoning about Agents”.



sus especificaciones formales. Este es el origen del compromiso entre expresividad y
computabilidad.

En estas sesién nos concentraremos en el uso de las 16gicas BDI como metalengua-
jes externos para axiomatizar las propiedades esperadas de un agente, en particular, la
relacién entre las diferentes actitudes proposicionales que conforman el estado mental
de un agente. Las 16gicas BDI incluyen un componente de primer orden [6] para tratar
con los objetos en el dominio de discurso y sus propiedades; un componente temporal
[5] basado generalmente en las 16gicas temporales ramificadas CTL y CT Lx; un com-
ponente de accidn, inspirado en la l6gica dindmica [8]; y un componente modal [10]
para tratar con las creencias, deseos e intenciones. Tal aparato es lo suficientemente
expresivo, como para definir formalmente los conceptos de la teoria de razonamientro
practico de Bratman [1] y, desgraciadamente, lo suficientemente complejo como para
que un agente razone directamente en él. Se recomienda la revision de las técnicas co-
nocidas como de refinamiento, por ejemplo, la especificacién en lenguaje Z [13] que
Mark d’Inverno et al. [4] hacen de dMARS.

El orden de exposicién es el siguiente: Comenzaremos por revisar algunos con-
ceptos bdsicos sobre sistemas formales y los ejemplificaremos con el cdlculo propo-
sicional. Haremos un recordatorio rapido al cdlculo de predicados y la 16gica modal.
Con esta base, se abordan las 16gicas temporales lineales y arboriscentes. Finalmente,
presentaremos diferentes sistemas formales BDI.

1. Conceptos basicos

Las aproximaciones formales en Inteligencia Artificial al concepto de agente racio-
nal, hacen uso extenso de las l6gicas proposicional y de primer orden [6], modal [10],
y temporal [5]. Para introducir estos sistemas, tres aspectos serdn considerados:

Languaje. El lenguaje de un sistema formal estd dado por un conjunto de simbolos
conocido como alfabeto y una serie de reglas de construccién. Una expresion es
cualquier secuencia de simbolos primarios. Cualquier expresion es, 0 no es, una
férmula bien formada (fbf). Las féormulas bien formadas son las expresiones que
pueden formarse con los sfmbolos a partir de las reglas de construccién.

Teoria de la prueba. La teoria de la prueba tiene como objetivo hacer de cada enun-
ciado matematico una formula mostrable y rigurosamente deducible. Para ello,
la actividad matematica deberia quedar reducida a la manipulacién de simbolos
y suceciones de simbolos regulada por un conjunto de instrucciones dados al
respecto. La construccién de tal teorfa implica, ademds del lenguaje del sistema
formal, un conjunto selecto de fbf que tendrén el papel axiomas en el sistema, y
un conjunto de reglas de inferencia que regulan diversas operaciones sobre los
axiomas. Las fbf obtenidas mediante la aplicacién sucesiva de las reglas de in-
ferencia a partir de los axiomas (o de teoremas obtenidos con anterioridad), se
conocen como feoremas del sistema.

Teoria del modelo. La teoria del modelo establece la interpretacion de las fbf en un
sistema formal. Su funcién es relacionar las fbf con alguna representacién sim-



plificada de la realidad que nos interesa y hace que la fbf sea falsa o verdadera.
Esta version de realidad corresponde a lo que informalmente llamamos “mode-
lo”. Sin embargo, en légica el significado de “modelo” estd intimamente rela-
cionado con el lenguaje del sistema formal: si la interpretaciéon M hace que la
expresion a sea verdadera, se dice que que M es un modelo de a o que M safis-
face a, y se escribe M | @. Como veremos, los modelos pueden de gran talla y
estructurados, por lo que en algunas ocasiones es necesario establecer explicita-
mente que componente del modelo establece el valor de verdad de una fbf, para
ello se usan indices, por ejemplo, un momento en el tiempo, un curso posible de
acciones, etc. Para un modelo M, un indice i y una fbf e, esto se escribe M ; a.
Una fbf es vdlida en un modelo M, si y sélo si, el modelo satisface a la fbf en
todos sus indices, y esto se escribe M + a. Algunas veces, si el sistema formal
en el que se trabaja necesita ser mencionado explicitamente, los simbolos g ; y
s son usados, donde S es el sistema formal referido. El simbolo a se usa aqui
como una variable metaldgica, es decir una variable que tiene como referente el
lenguaje del sistema formal mismo, y por lo tanto, no forma parte del lenguaje
del sistema en si. Se usaran letras griegas como variables metalégicas.

Los elementos del lenguaje y la teoria de la prueba, constituyen la sintaxis del sis-
tema formal y su base axiomdtica. La teoria del modelo estd relacionada con la seman-
tica del sistema formal. Sintdxis y Semadntica serdn representados por reglas sinticticas
(Sint) y seméanticas (Sem) para cada una de las 16gicas que presentaremos.

2. Calculo proposicional (CalcProp)

El Cdlculo Proposicional es una légica utilizada para representar informacion efec-
tiva. Las férmulas de este lenguaje se contruyen a partir de proposiciones atdmicas que
expresan hechos acerca del mundo, i.e. informacion efectiva; y algunos operadores
sobre ellas, por ejemplo: disyuncién (V), conjuncién (A), negacién (—), implicacién
material (=), etc. En lo que sigue, la sintdxis y la semdntica del cdlculo proposicional
son detallados:

2.1. Sintaxis del calculo proposicional

Los simbolos primarios del cdlculo proposicional incluyen un conjunto numerable
de variables proposicionales, algunos operadores sobre la proposiciones y paréntesis
para evitar ambigiiidad en las expresiones:

Conjunto de variables proposicionales: Var;
Operadores unarios: — (negacién);

Operadores binarios: V (disyuncién?);

2También es posible considerar la conjuncién como simbolo primario y definir la disyuncién en términos
de ésta, lo importante es observar que cualquier fbf puede escribirse como una sucesion finita de simbolos
primarios.



Parentesis: (, ).

El lenguaje del célculo proposicional Lpc, se compone a partir de las siguientes
reglas sintécticas:

CalcProp Sint 1 Si a € Var Entonces @ € Lpc.
CalcProp Sint 2 Si a € Lpc, Entonces ~a € Lpc.
CalcProp Sint 3 Si o, € Lpc Entonces (@ V ) € Lpc.

Los paréntesis en la regla sintdctica 3 pueden eliminarse si no existe ambigiiidad en
la fbf. Como se menciond, las letras griegas se usan como variables metalégicas. Otros
operadores pueden definirse como de costumbre:

Def 1 (conjuncién) (@ A B) =4 —(-~a V —B);

Def 2 (implicacion material) (@ = ) =45 (- V ),

Def 3 (equivalencia material) (« =) =4.¢ (@ = B) A (B = a));
Def 4 (falso) f =45 @ A ;

Def 5 (verdadero) ¢ =, —f

2.2. Semantica del calculo proposicional

Los elementos de Var son interpretados como variables cuyo contenido son pro-
posiciones, por lo que se conocen como varibles proposicionales. Las proposiciones
tienen asociado un valor de verdad (verdadero o falso), de forma que toda proposi-
cién es verdadera o falsa, pero ninguna puede tomar ambos valores a la vez. Por lo
tanto, una expresion que no es falsa, ni verdadera, o puede ser verdadera y falsa, no es
una proposicién. Como ejemplo, consideren nuevamente el agente inspirado en xbiff
introducido en las sesiones anteriores: la variable proposicional newMail se uso para
describir el hecho (informacién efectiva) de que el buzén electrénico tiene mensajes
nuevos. En cualquier momento, esta variable puede ser falsa o verdadera, valor de ver-
dad obtenido a través de la percepcion del agente.

Los operadores pueden usarse para formar proposiciones compuestas. Aplicando
el operador de negacion a la proposicion newMail produce una nueva proposicion que
describe el hecho de que el buzén estd vacio: = newMail. La negacién, la disyuncién
y la conjuncién, cuando se aplican de esta manera, son conocidos como conectivos y
las proposiciones sobre las cuales operan se conocen como sus argumentos. Los opera-
dores que sélo requieren un argumento se conocen como unarios, €j. la negacioén. Los
operadores que requieren dos argumentos se conocen como binarios, €j. disyuncion y
conjuncién.

El valor de verdad de la expresién — newMail depende del valor de verdad de la
proposicién newMail. Esto aplica a todas las proposiciones compuestas creadas con



conectivos: sus valores de verdad dependen de sus argumentos. Por ello, se dice que
los conectivos son funcionales con respecto al valor de verdad (truth-functionals).

Los operadores —, V y A se interpretan respectivamente como “no es el caso que”,
“0”, e “y”. La implicacién material (=) tiene dos argumentos: antecedente y conse-
cuente. Se interpreta como “Si antecedente Entonces consecuente”. Por ejemplo, si la
proposicién userOnLine se usa para representar el hecho de que el usuario esta en li-
nea, entonces la expresion newMail A userOnLine expresa que hay nuevos mensajes
en el buzon y que el usuario estd en linea.

Estas equivalencias con el lenguaje natural no deben tomarse literalmente, dado que
el significado en l6gica y en lenguaje natural no siempre son equivalentes, ej., la impli-
cacién material es verdadera si su consecuente es falso, independientemente del valor
de verdad de su antecedente, y por lo tanto, identifica relaciones que son potencialmen-
te irrelevantes para la expresion del lenguaje natrual “si ... entonces”. El significado
preciso de estos operadors estd dado por la semdntica del cdlculo proposicional:

Abusando un poco del lenguaje, sea My =4,y (L) el modelo formal para el célculo
proposicional. L € Var es una interpretacion o etiquetado (label), que identifica el
conjunto de variables proposicionales que tienen valor verdadero. Luego, el significado
de las fbf del cédlculo proposicional es como sigue:

CalcProp Sem 1 My = a Siy sélo si @ € L, donde a € Var
CalcProp Sem 2 M, E —a Siy solo si My i «

CalcProp Sem 3 My E (a VvV B) Siysdlo si My E ao My =S

3. Calculo de Predicados (CalcPred)

Basicamente, el cdlculo de predicados, también conocido como légica de primer
orden, extiende el célculo proposicional al introducir simbolos que nos permiten ex-
presarnos acerca de los objetos en un dominio de discurso dado. El conjunto de todos
estos objetos se conoce como universo de discurso. Los miembros del universo de dis-
curso pueden ser objetos concretos, ej., un libro, un robot, etc; abstractos, ej., nimeros;
e incluso, ficticios, ej., unicornios, etc. Un objeto es algo sobre lo cual queremos ex-
presarnos. Para ejemplificar esto, consideren el multi citado mundo de los bloques [6]
que se muestra en la figura 1. El universo de discurso para esta conceptualizacion de
tal escenario es el conjunto que incluye los cinco bloques, la mano del robot y la mesa:
{A,B,C,D, E,RobotHand, T able}.

Una funcion es un tipo de relacién entre los objetos del dominio de discurso. Por
ejemplo, es posible definir la funcién parcial Sombrero que mapea un bloque al bloque
que se encuentra encima de él, si tal bloque existe. Las parejas correspondientes a
esta funcién parcial son: {(B,A), (C, D), (D, E)}. El conjunto de todas las funciones
consideradas en la conceptualizacién del mundo se conoce como base funcional.

Un segundo tipo de relacién entre los objetos del dominio de discurso son los pre-
dicados. Diferentes predicados pueden definirse en el mundo de los bloques, ej., el
predicado Sobre que se cumple para dos bloques, si y sélo si uno estd inmediatamente
encima del otro. Para la escena mostrada en la figura 1, Sobre se define por los pares
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Figura 1: El mundo de los bloques, un ambiente para ejemplificar el cdlculo de predi-
cados.

{(A, B), (D, C),(E, D)}. Otro predicado puede ser Libre, que se cumple para un bloque
siy s6lo si éste no tiene ningtin bloque encima. Este predicado tiene los siguientes ele-
mentos {A, E}. El conjunto de todos los predicados usados en la conceptualizacién se
conoce como base relacional.

Para universos de discurso finitos, existe un limite superior en el niimero posible de
predicados n-arios. Para un universo de discurso de cardinalidad b, existen b" distintas
n-tuplas. Cualquier predicado n-ario es un subconjunto de estas »" tuplas. Por lo tanto,
un predicado n-ario debe corresponder a uno de méximo 2" conjuntos posibles.

Ademais de las funciones y predicados, la flexibilidad el célculo de predicados vie-
ne del uso de cuantificadores y variables. Las variables cuyos valores son objetos del
universo de discurso se suelen representar por cualquier secuencia de caracteres que
inicie con una mindscula. El cuantificador “para todo” (V) nos permite expresar hechos
acerca de todos los objetos en el universo del discurso, sin necesidad de enumerarlos.
Por ejemplo, YxVy Sobre(x,y) = PorArriba(x, y) expresa que cualquier objeto sobre
otro, estd por encima. El cuantificador “existe” () nos permite expresar la existencia
de un objeto en el universo de discurso con cierta propiedad en particular, por ejemplo,
dx Libre(x) A EnLaMesa(x) expresa que hay al menos un objeto que no tiene bloques
sobre él y aue se encuentra sobre la mesa. A continuacién definiremos la sintdxis y la
semantica del cdlcuo de predicados.

3.1. Sintaxis del CalcPred

Los simbolos primarios del cdlculo de predicados se obtienen al extender el cdlculo
proposiucional con un conjunto numerable de simbolos de predicado y constantes. El
uso de funciones no serd descrito aqui, para hacer estd presentacion mds clara. Se asume
que los miembros del conjunto Var toman valores en el universo de discurso. Asociado
a cada predicado hay un nimero natural conocido como su aridad, que expresa en



nimero de argumentos del predicado. Los predicados de aridad 0 se asumen como
variables proposicionales. Los operadores se definen como en el cdlculo proposicional.
Los simbolos primarios del calculo de predicados son:

Conjunto de predicados: Pred,

Conjunto de constantes: Const;

Conjunto de variables: Var;

Operadores unarios: — (negacién);
Operadores binarios: V (disyuncion);
Cuantificadores: V (cuantificador universal);
Paréntesis: (,).

El lenguaje del célculo de predicados Lro;, se especifica como sigue. La reglas
sintdcticas 1 y 2 expresan que las constantes y variables son fbf en el lenguaje. El
conjunto T'erm se define como Var U Const:

CalcPred Sint 1 Si « € Const Entonces a € Lror
CalcPred Sint 2 « € Var Entonces a € Lror

La sintdxis de la conjuncién y la disyuncién se define como en el cdlculo proposi-
cional:

CalcPred Sint 3 Si @ € Lo Entonces ~a € Lroy.
CalcPred Sint4 Si a € Lo, and B € Lro Entonces (@ V B) € LroL

La sintaxis de los predicados implica que estos se aplican al nimero correcto de
argumentos, especificado por la aridad, y que los argumentos son términos:

CalcPred Sint 5 Si a € Pred es un predicado de aridad n, Entonces a(ty, ... ,t,) estd
en Lror Siy solo si para todo 1 <=i <=n,t; € Term.

La sintdxis del cuantificador universal es como sigue:

CalcPred Sint 6 Si @ € Lro, y x € Vars es una variable que ocurre en «, Entonces
Vxa e -EFOL

Las definiciones de la conjuncidn, la implicacién material, la equivalencia mate-
rial, verdadero y falso, son como en el célculo proposiciona (p. 4). La definicién del
cuantificador existencial es la siguiente:

Def 6 (cuantificador existencial) Ix o =45 ~(Vx —@)

Siendo estrictos, el cuantiicador propiamente dicho, es el stmbolo de cuantificador
seguido de una variable, puesto que Vx y Yy tienen significados diferentes. En una fbf
de la forma Vx «, se dice que la fbf « esta en el alcance del cuantificador Vx. En tal
caso, se dice aue la ocurrencia de x en « estd acotada, en caso contrario se dice que
la ocurrencia de la variable es libre. Por ejemplo, en dx Sobre(x, y) la variable x estd
acotada, mientras y est4 libre.



3.2. Semantica del CalcPred

Anted de introducir las definiciones formales de la semdntica del cilculo de pre-
dicados, consideremos algunas expresiones posibles en estd 16gica, usando como am-
biente el mundo de los bloques (Figura 1). Si queremos expresar que al menos algitin
bloque no tiene nada encima, podemos usar los predicados Blogue y Libre en la si-
guiente expresiéon: Ix Block(x) A Libre(x). Esta fbf expresa que existe un x tal que
x es un bloque y x estd libre (no tiene otro bloque encima). Observen que cuando
usamos cuantificadores, siempre tenemos en mente el universo de discurso o domi-
nio. El dominio puede expecificarse en término de conjuntos. Luego, si el dominio
D es el conjunto de constantes {A, B, C, D, E, Table, RobotHand}, podemos decir que
B = {A,B,C, D, E} es el conjunto de bloques en D. Entonces plantear una expresioén
equivalente a dx Block(x) A Libre(x), usando la fbf Vx Libre(x), si especificamos que
Libre tiene como dominio B. En tal caso, se dice que B es la interpretacion del predica-
do Libre. Para un predicado de aridad dos, como S obre cuyos argumentos son bloques,
podemos decir que su interpretacion estd en B X B.

Para obtener un modelo para el lenguaje Lo, formamos el par (D, V), donde D
es el universo de discurso, ej. cualquier clase de objetos sobre la que queremos expre-
sarnos, y V es una funcion, tal que para cualquier predicado de aridad n se obtienen
las n-tuplas que corresponden a la interpretacién del predicado. En el ejemplo de la
figura 1, consideren el predicado S obre de aridad dos. Su interpetacion es un subcon-
junto de B X B. Para la escena mostrada, V(S obre) = {(A, B), (E, D), (D, C)}. Para una
constante, la funcién V regresa la misma constante, ej. V(A) = A. Algunas veces la
expresion V(a), donde a € Const U Pred, se abrevia a¥ y Se conoce como una inter-
petacion. Una posible interpretacion V para la escena mostrada en al figura 1 y su base
relacional es:

A = A
BY = B
¢V = C
DY = D
EY = E
Sobre” = {(A,B),(E,D),(D,C)}
EnLaMesa”" = {B,C}
Libre¥ = {A,E)
PorEncima” = {(A, B),(E,D),(E,C),(D,C)}

Todo esto puede especificarse formalmente con la siguiente regla semantica:

CalcPred Sem 1 Una intepretacion V,con rspecto a un dominio de discurso D es una
funcion que safisface las siguientes propiedades: i) Si a € Const, Entonces V(a) = a;
ii) Si & € Pred es de aridad n, Entonces V(a) C D".

Observen que las variables no estdn incluidas en la interpretacion, tal y como se
definién anteriormente. Interpretar las variables de manera serapara a otros simbolos,



es una practica aceptada. En lo que sigue, se asume que las variables en las fbf estdn
acotadas, es decir, bajo el alcance de un cuantificador. Decimos que u es una asignacion
de variables basada en el modelo M, = (D, V) si para todo @« € Var, u(a) € D.
Entonces podemos escribir M; | V(@) para expresar que « es verdadera en el modelo
(D, V) cuando las variables en @ toman valores de acuerdo a la asignacién u. Luego,
para las fbf atémicas tenemos que:

CalcPred Sem 2 M, = « Siy sélo si V(@) € V.
CalcPred Sem 3 M, E —a Siy sdlo si M| I a.
CalcPred Sem 4 M, = (a Vv p) Siy sdlo si, M1 E a o M| EB.

Para formular las reglas semanticas de las expresiones que contienen cuantifica-
dores, necesitamos el concepto de asignacién de variables alternativa. La idea es que
queremos que V,(¥xa) sea verdadera, no solo cuando V,(a) es verdadera, sino cuando
V,(@) es verdadera para cualquier valor en D regresado por cualquier funcién de asig-
nacién p. Observen que las variables libres en @ deben conservar el mismo valor en tal
asignacién. Se dice que la asignacién de variables p es x-alternativa de p, si'y sélo si
para toda variable «, excepto posiblemente x, p(@) = u(a). Entonces:

CalcPred Sem 5 M, | Vx « Siy sélo si V,(«) € V para cada asignacion de variable
x-alternativa p de u.

CalcPred Sem 6 M| = dx a Siy sdlo si existe una asignacion de variables x-alternativa
p de p, tal que V, (@) es verdadera.

Una fbf @ es vdlida en el model M, siy sélo si M| | «a para toda asignacién de
variable u basada en (D, V). Una fbf aue es vilida en todo modelo se conoce como
universalmente vdlida.

Un resultado estdndar importante es el principio de remplazamiento, expresado de
la siguiente forma: Sea a cualquier fbf y x e y dos variables cualesquiera. Sea M,
cualquier modelo de Lro,. Sea u cualquier asignacion de variables. Entonces cuando
p es casi igual a u excepto que p(x) = u(y), V,(a) = V,(aly/x]). Otro resultado es
el principio de concordancia que expresa que cuando u y p concuerdan en todas las
variables libres de una fbf «, enconces V,(«@) = V,(«). Como consecuencia, cuando «
no contiene variables libres, entonces V,(a) = V,(«) para cualquier p y u.

4. Ldgica Modal Proposicional (Modal)

La logica modal proposicional trabaja con conceptos cuyo valor de verdad no es
funcional. Estos conceptos generalmente expresan un “modo” o “manera” en la cual
una proposicion puede ser verdadera. Uno de estos modos es la expresion necesaria-
mente. Podemos agregar un operador unario al célculo proposicional, llamado L con
la siguiente regla sintdctica: Si @ es una fbf, también lo es La. Este opedor se conoce
como operador de necesidad y es usado para expresar conceptos como necesariamen-
te, debe ser, estd sujeto a, etc. Las interpretaciones pueden variar de entre “debe ser” a



“moralmente deberia ser el caso que” o “siempre es el caso que” o “es sabido que”. Lo
comun entre estas expresiones es que todas ellas son no funcionales con respecto a su
valor de verdad, es decir, el valor funcional de la proposicién p no es suficiente para
determinar el valor de verdad de Lp.

Un operador modal para expresar “posibilidad”, “puede ser” o “quizds” puede de-
finirse como M =4,y ~L—«. Para toda interpretacién de L habré una de M. En algunos
textos L se representa por O, y M por <. La imposibilidad se clasifica tambien como
un concepto modal que puede ser expresado por =M o L-a. Las proposiciones aue no
son necesarias o imposibles se conocen como contingentes.

4.1. Sintaxis de la l6gica modal proposicional

El lenguaje de la 16gica modal proposicional incluye los siguientes simbolos pri-
marios:

Variables proposicionales: Var;
Operadores unarios: —, L;
Operadores binarios: V;

Paréntesis: (,).
Las reglas de formacion son las siguientes:
Modal Sint 1 Si a € Var Entonces « es una fbf;
Modal Sint 2 Si « es una fbf, entonces -« and La son fbf;
Modal Sint 3 Si a y 8 son fbf, también lo es (a V ).

La conjuncién (A), la implicacién material (=), y la equivalencia (=) se definen
como en el célculo proposicional (p. 4). El operador de posibilidad se define como
sigue:

Def 7 (posiblemente) M =;.; ~L-a.

4.2. Semantica de la légica modal proposicional

La teorfa de la pruebla de l6gica modal estd basada en las siguientes tres ideas:
i) Determinar el valor de verdad de una expresiéon modal implica tomar en considera-
cion estados alternativos a los que realmente se han dado (Como podrian haber sido las
cosas); ii) Para cada estado posible existe un conjunto de estados posibles relativos al
primero; iii) En un estado dado M« es verdadero si y s6lo si @ mismo es verdadero en
al menos uno de los estados posibles relativos al estado dado, y La es verdadero si y
sélo si @ mismo es verdadero en todos los estados posibles relativos al estado dado.

Los estados posibles se conocen generalmente como mundos posibles. Se asume
un conjunto no vacio W de ellos. Una relacién R de accesibilidad entre estos mundos,
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W= {WO,W] ,wz}

R={(w,,w)), (W,w)}

Figura 2: Un marco (W, R).

también es asumida. Se dicde que w’ es accesible desde w si y sélo si (w,w’) € R. La
estructura (W, R) se llama marco. La figura 2 muestra graficamente un marco donde
W = {wg, wi,wa} y R = {(wo, wy), (wo, wz}. Las letras en cada mundo posible w; son las
proposiciones que son verdaderas en ese mundo posible.

Una funcién de asignacioén de verdad V se define como sigue: V(a,w) = true si
y sélo si V asigna verdadero a la proposicién @ en el mundo w. V(e,w) = falso Si
y sélo si V asigna falso a la proposiciéon « en el mundo w. Observen que V corres-
ponde al etiquetado o interpretacion L en el cdlculo proposicional, pero aqui el valor
de verdad de una proposicién puede cambiar entre los mundos posibles. En el marco
que se muestra en la figura 2, V(q, wo) = verdadero, pero V(q,w;) = falso. La fun-
cién de asignacién de verdad puede definirse también como: V : W — 2V denotando
el conjunto de variables proposicionales que son verdad en un mundo. En el caso del
ejemplo, Var = {q,r, s}, y V(wo) = {q,r, s}, pero V(wy) = {g,r}, y V(wp) = {s}. U mo-
delo es una tripleta (W, R, V) donde (W, R) es un marco, y V es una funcién de verdad
como se definié anteriormente. Tal modelo se conoce como estructura de Kripke , por
Saul A. Kripke [117°.

Sea M, = (W, R, V) el modelo para la 16gica modal proposicional. La semantica de
los operadores puede definirse de la siguiente manera:

Modal Sem 1 M, |, a Siysélosia € V(w)y a € Var,

Modal Sem 2 M, =, —a Siy sélo si M, ¥, a;

Modal Sem 3 M; &, (@ V B) Siy sélo si M, |, a 0 M, Ey By

Modal Sem 4 M; =, La Siy sdlo si, para todo w', tal que (w,w’) € R, M |y a;
Modal Sem 5 M, =, Ma Siy sdlo si, para algiin w’ s.t. (w,w’) € R, My Ey a;

Una consecuencia de estas definiciones es que habra tantos tipos diferentes de va-
lidacién, como existen arreglos diferentes de mundos posibles, representados por la

3La semantica de los mundos posibles fuer originalmetne formulada por Jacob Hintikka [9] quien llamé
a los mundos alternativas epistricas, pero el desarrollo de los sistemas modales normales se debe a Kripke.
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relacién de accesibilidad. Estos diferentes tipos de validez, corresponden a diferentes
significados esperados para los operadores modales.

Una fbf es vdlida en el marco (W, R) si y sélo si, para cada modelo (W, R, V) basado
en este marco, y para cada w € W, @ € V(w). Existen algunas fbf que son vélidas
en cualquier arreglo de mundos posibles, y se conocen como K-vdlidas. Todas las fbf
vélidas de la l6gica proposicional, son K-vilidas. En especial, una fbf modal que es
K-vélida es la siguiente: L(p = q) = (Lp = Lg).

Para mostrar la relacién correcta entre el sistema légico y la definicién de validez
es este sistema, debemos probar:

1. Que todo teorema en el sisteme es vdlido, siguiendo la definicion presentada de
validez.

2. Que toda fbf vdlida en el sistema es un teorema.

Si (1) es cierta, se dice aue el sistema es consistente. Si (2) es cierta, se dice que el
sistema es completo. La completitud es mds dificil de establecer.

A continuacién, diferentes sistemas modales les serdn presentados, pero antes es
necesario introducir cierta terminologia. Cuando una férmula @ es un teorema en un
sistema dado S, decimos que a pertenece a S, o que « esta contenido en S, o sim-
plemente que « estd en S. Si dos sistemas axiomdticos S y S’ tienen diferentes bases
axiomadticas, pero contienen exactamente los mismos teoremas, decimos que son de-
ductivamente equivalentes, o simplemente que son equivalentes. Si cada teorema de
S es también un teorema de S’, sin tomar en cuenta si S’ tiene o no otros teoremas,
decimos que S’ contiene a S. Dos sistemas son deductivamente equivalentes si cada
uno contiene al otro. Si §’ contiene a S y a otros teoremas, decimos que S’ contiene
propiamente a S, o que es una extension propia de S, que S’ es mds fuerte que S y que
S es el mds débil de los dos sistemas.

4.3. Elsistema K

Los teoremas de este sistema son aquellas formulas que son fbf vdlidas en la 16gica
proposicional y una sola fbf modal distintiva conocida como K*:

K 1 (PC-valida) Si « es una fbf vdlida en el cdlculo proposicional, entonces « es un
axioma en K.

K2(K) L(p = q) = (Lp = Lq)

Y las siguientes reglas de inferencia:

Inf R 1 (Substitucion Uniforme, SU) + a — + a[B1/p1,---Bn/Pnl;
Inf R 2 (Modus ponens, MP) + o, @ = 8 —F f3;

Inf R 3 [Necesidad, NJ+ @« — + La

“#Nuevamente, por Samuel Kripke.
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La expresion a[B1/pi,...Bn/Pn] denota las fbf que resulta de substituir las varia-
bles pi,..., p, en «, uniformemente por cualquier expresion 8y, ...,5,; y — denota
que la fbf a la derecha es derivable a partir de la de la izquierda.

Es plausible que la substitucién uniforme (SU) es requerida en cualquier sistema
16gico. El Modus Ponens (MP) refleja la verdad funcional de la implicacién material.
Ambos son vélidos y preservan la validez. La regla de necesidad (N) es una regla modal
que preserva la validez con respecto a la definicion de K-valido.

Algunos teoremas en K son como sigue:

K3 Liprng) = (Lp A Lg)

K4 (LpALg) = L(p A q)

K 5 (ley de distribucién) L(p A g) = (Lp A Lg)
Ké6ra=p->+rLa= 1L

K7 (LpVv Lg)= L(pV q)

K8 ra=g—-rLa=Lg

K9 Lp=-M-p

K10 M(pv q)=(MpV Mgq)

Si a es un teorema y 8 difiere de @ solo por que tiene la fbf 6 en uno o mds lugares,
donde « tiene 7y, entonces si y = J, y puede ser remplazado por ¢ en cualquier teorema,
no necesariamete de manera uniforme, el resultado serd un teorema. Esto se conoce
como substitucion de equivalentes(Eq).

K es el mas débil de los sistemas modales. Todos los demds sistemas serdn ex-
tensiones propias de K. Todos los sistemas que incluyen propiamente a K se conocen
como sistemas modales normales .

4.4. ElsistemaT

Este sistema resulta al agregar el axioma Lp = p al sistema K. Atn cuando esta
fbf no es K-vilida, es aceptable para representar algunas nociones de necesidad:

T1(T) Lp=p

Otros teoremas de este sistema son:
T2 p= Mp
T3 M(p= Lp)

T es valida unicamente en marcos donde R es reflexiva. El sistema T es consistente
con respecto a todos los marcos reflexivos.
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4.5. Elsistema D

Si queremos expresar obligacion, o necesidad moral, no deseariamos contar con el
axioma T, puesto que queremos expresar cualquier cosa que es obligatorio, es al menos
permisible. Estd iterpretacion de L se conoce como dedntica y se formula agregando el
axioma D al sistema K:

D1(D) Lp= Mp
Un teorema facil de derivar en D es:
D2 M(p= p)

Observen aue si @ es un teorema en el sistema D, también lo es Ma. Si cualquier
sistema que sea una extension de K, incluye algtn teorema de la forma Ma, entonces
el sistema contiene D. T es una extension propia de D y D lo es de K.

Un mundo que no puede accesar a ningtin otro mundo se conoce como punto muer-
to. En puntos muertos D no es vdlida porque La y Ma son verdadera y falsa, respecti-
vamente, sin tomar en cuenta . Los marcos sin puntos muertos son aquellos donde R
es serial. D es vélida en todo marco serial y el sistema es consistente con respecto a la
clase de todos los marcos seriales.

4.6. Los sistemas S4 y S5

Formulas como Lp = LLp deberian al menos dejarnos perplejos. Contienen se-
cuencias como LL, conocidas como modalidades iteradas, que nos llevan a preguntas
como —;Qué significa necesariamente necesario? LLp = Lp es una substitucioén de T,
asi que si agregamos Lp = LLp como un teorema, el nuevo sistema tendrdq Lp = LLp
como teorema. Este tipo de teoremas se conoce como leyes de reduccion. T no contiene
ninguna regla de reduccion.

El sistema S4 se forma agregando el axioma4 a Ky T:

S41(4) Lp= LLp

Una modalidad es definida como cualquier secuencia ininterrumpida de cero o mds
operadores unarios. El caso de cero operadores se expresa como ’—’. Si una modalidad
se expresa sin nindn signo de negacién, o con sé6lo uno, se dice que estd expresada en
forma estdndar. Se dice que una modalidad est4 iterada si contiene dos o mds operado-
res modales. Una modalidad es afirmativa si no contiene signos de negacion, y negativa
si contiene uno. Dos modalidades A y B son equivalentes si y sélo si el resultado de
remplazar una por otra en cualquier formula es siempre equivalente en el sistema a la
formula original.

En S4 toda modalidad es equivalente a una u otra de las siguientes modalidades o
sus negaciones: i)—; ii) L; iii) M; iv) LM; v) ML; vi) LML; vii) MLM. El axioma 4
es valido con respecto a marcos transitivos. El sistema S4 es vdlido para todo marco
reflexivo y transitivo.

El sistema S5 resulta al condiserar el siguiente axioma junto a Ky T:
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S51(5) Mp = LMp

S5 contiene a S4 puesto que el axioma 5 no es un teorema en S4. El sistema contiene
seis modalidades distintivas: i)—; ii) L; iii) M; y sus negaciones. El axima 5 es valido
en todo marco que es reflexifo, transitivo y simétrico. El sistema S5 es consistente con
respecto a marcos reflexivos, transitivos y simétricos, es decir cuando R es una relacion
de equivalencia.

Observen aue los axiomas de los sistemas modales proposicionales, corresponden
a ciertas propiedades de la relacion de accesibilidad R. Esto se conoce como Teoria de
correspondencia [10]. Para resumir, el cuadro 1 muestra la teorfa de correspondencia
para las axiomas T,D,4, and 5.

Axioma Esquema Condiciéon CalcPred
en R
T La=a reflexiva Yw e W(w,w) € R
D La = Ma serial Ywe W Iw € Ww,w') €R
4 La = LLa transitiva Yw,w',w’ € W (w,w') € R A

(w,w”)eRD (w,w”’)€ER
5 Ma = LMa euclideana VYw,w',w” € W (w,w’) €R A
(w,w’)eRD (W', w”’)€eR

Cuadro 1: Teoria de correspondencia para los axiomas T,D,4, y 5.

Es posible construir 2* = 16 diferentes sistemas modales proposicionales con estos
cuatro axiomas’, pero algunos de ellos son equivalentes. La figura 3 muestra la relacién
de inclusién entre los diferentes sistemas modales proposicionales normales, construi-
dos con estos cuatro axiomas. Una flecha del sistema A al sistema B en el diagrama
puede interpretarse como B es un superconjunto estricto de A, es decir, todo teorema
de A es un teorema de B, pero no a la inversa. A = B significa que A y B contienen
exactamente los mismos teoremas. Recuerden que, como estos sistemas son amplia-
mente utiliwados, se conocen como sigue: KT se conoce como T; K74 se conoce como
S§4; KD45 se conoce como weak-S5; y KT5 se conoce como S5.

5. Ejercicios.

1. Demuestre que la extension de un predicado n-ario (p. 6) debe corresponder a
uno de méaximo 2" conjuntos posibles.

2. Demuestre el axioma de necesidad (p. 12).

3. (Qué implicaciones tiene para la modelizacién de agentes que K esté incluido en
todo sistema modal proposicional normal?

5K es comiin a todos los sistemas.
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K4 K5 KD —— KT=KDT
K45 KD5 KD4 —» KT4=KDT4
KT45
KD45 > KT5= KDT5
KDT45
Figura 3: Sistemas modales proposicionales normales, usando los axiomas T,D,4, and
5.
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