
R�eponse �a une question de divisibilit�e d'un germeanalytique par un polynômeZ. DenkowskaUniversit�e d'AngersR�esum�e La question suivante m'a �et�e pos�ee pendant mon s�ejour �aBures sur Yvette en f�evrier 1999: Si f est un germe de fonction analy-tique, r�eguli�ere en z et en u au sens de Weierstrass, est-ce qu'il existe unpolynôme en (z; u) aux coe�cients analytiques tel que f est le produit dece polynôme et d'une unit�e? La r�eponse est n�egative et on donne ici uncontrexemple.Keywords.Weierstrass division theorem,semialgebraic sets,Nash functions;AMS Classi�cation 32B201. IntroductionSupposons que f(z; u; �) est un germe en 0 d'une fonction analytique r�eelle, reguli�ere(dans le sens de Weierstrass) en z et en u.La question est s'il existe un polynômeP (z; u; �) = kXi;j=1 aij(�)ziujaux coe�cients analytiques en �,et une unit�e v(z; u; �) tels que:(1) f(z; u; �) = v(z; u; �) kXi;j=1 aij(�)ziujLa r�eponse est n�egative et nous allons construire ici un contre-exemplesimple et e�ectif.Prenons(2) f(z; u; x; y) = (xez � y)2 + (u� z)2C'est clair que cette fonction est analytique r�eelle et r�eguli�ere en z et en u dans unvoisinage de z�ero. 1



Nous citons ici quelques d�e�nitions et un th�eor�eme que nous allons utiliser (voir [1]et [2])D�e�nition 1.On dit que le germe f : (IRn; 0)! (IR; 0) est r�egulier en xi sif(0; :::; xi; :::; O) 6� 0Cette condition entrâine la th�ese du th�eor�eme de Weierstrass: un germe analytiqueregulier en xi sera factoris�e en une unit�e et un polynôme distingu�e en xi.Rappel.Un ensemble localement semi-alg�ebrique est un ensembleA semi-analytiquedans un espace a�ne M et tel que la description de A est donn�ee par des polynômes.D�e�nition 2. Un ensemble A semi-analytique dans M �N est appel�e N - locale-ment semi-alg�ebrique s'il est d�ecrit dans M � N par les polynômes en variables quiappartiennent �a N et aux coe�ciants analytiques en variables appartenants �a M .Si on note les coordonn�ees des variables de M par (x1; :::; xn) et les coordonn�ees desvariables en N par (y1; :::; yk), on dira alors que A est y-localement semi-alg�ebrique.Rappel La description de A dans un voisinage U de z�ero est de la forme:(3) A \ U = n[i=1 k\j=1ffij � 0gavec * qui remplace une in�egalit�e forte ou une �egalit�e.Th�eor�eme cl�e ([2])Soient M et N deux espaces a�nes , l'ensemble A contenu et semi-analytique dansM �N , de plus A est R-relativement compact et S-localement semi-alg�ebrique,o�u l'espace N est encore le produit cartesien R�S, et soit � la projection sur M �Rparall�elle �a S,alors l'ensemble �(A) est R-localement semi-alg�ebrique.Ce th�eor�eme est d�emontr�e en d�etail dans [2].Nous donnons une esquise de d�emonstration dans l'annexe, elle est analogue �a lad�emonstration du th�eor�eme de Tarski-Seidenberg faite avec le lemme dit "de saucis-sonnage" de Cohen, cit�e lui aussi dans l'annexe.D�e�nition 3. Une fonction f analytique r�eelle dans un ouvert U d'un espace a�neM est appel�ee analytique-alg�ebrique (ou de Nash) en x0 2 U s'il existe un polynômeW (x; y) 2 IR[x; y] non-identiquement nul et tel queW (x; f(x)) � 0 dans un voisinagede x0. 2



Autres d�e�nitions �equivalentes ([1], [2]):(*) le germe de f en x0 est alg�ebrique sur l'anneau des germes des polynômes en x0(**) il existe un voisinage U de x0 tel que la restriction fU est semi-alg�ebrique (c.�a.d.son graphe est semi-alg�ebrique) dans U.Rappel ([2], [3])f = (f1; :::; fk) est de Nash en x0 (par d�e�nition ) si toute fi est de Nash en x0.f est de Nash dans un ouvert U (par d�e�nition ) si elle est de Nash en chaque pointde U.Un sous-ensemble de U qui est d�ecrit dans U par les fonctions de Nash dans U estsemi-alg�ebrique dans U.Si U est un ouvert connexe et f est de Nash en un point de U, elle est de Nash danstout U, avec le même polynôme W.2. Construction du contre-exempleCitons d'abord un exemple fourni dans [2] d'un ensemble semi-analytique dansM �N mais qui n'est pas N-semi-alg�ebrique.Pour cela, il su�t de prendre g une fonction analytique r�eelle, non-alg�ebrique (non-Nash) dans un voisinage de z�ero dans IR.L'ensemble(4) A = f(x; y; z) 2 IR3 : y = xg(z)gn'est pas z-semi-alg�ebrique en z�ero.Remarquons que A est un ensemble semi-analytique dans IR3 de dimension deux.Dans le cas contraire (si A �etait z-semi-alg�ebrique en z�ero) on aurait une descriptionde A dans un voisinage U de z�ero (on peut prendre U tel que A\U connexe) par despolynômes en z aux coe�cients analytiques en (x; y).Parmi ces polynômes (qu'on peut supposer non-identiquement nuls) il en existe unqui s'annule sur A \ U (sinon, l'int�erieur de A \ U serait non-vide) .Appelons ce polynôme H.H est donc un polynôme en z, non identiquement nul et tel que H(x; xg(z); z) � 0.On d�eveloppe H en s�erie de polynômes Pi homog�enes en x et en y.(5) H(x; y; z) = 1Xi=1 Pi(x; y; z)Pour tout i on a donc Pi(x; xg(z); z) � 0. 3



En choisissant Pi non identiquement nul et a > 0 su�samment petit, on aPi(a; ag(z); z) � 0Si maintenant on �xe a assez petit, Pi(a; ay; z) sera le polynôme h(y,z) non iden-tiquement nul et qui annule la fonction g(z) , qui alors serait de Nash en z�ero, d'o�ucontradiction.Prenons maintenant l'ensemble(6) B = f(z; u; x; y) 2 IR4 : f(z; u; x; y) = 0 et u 2]�M;M [go�u f est la fonction (2).C'est un ensemble semi-analytique dans IR4 et relativement compact par rapport �al'axe u.La fonction f est bien sûr reguli�ere en u et en z au sens de Weierstrass:f(0; 0; 0; u) = u2f(0; 0; z; 0) = z2S'il existait un polynôme P en (z; u) aux coe�ciants analytiques en � = (x; y) et uneunit�e v(z; u; x; y) tel que (1) , alors B serait un ensemble (z; u) - semi- alg�ebrique etu-relativement compact.Donc, selon le th�eor�eme cl�e cit�e ci-dessus, sa projection �(B)sur l'espace (x, y, z)parall�elle �a l'axe u serait un ensemble z-localement semi-alg�ebrique.Or, on a: �(B) = A\]�M;M [avec A �etant l'ensemble (4) et g(z) = ez,ce qui donne une contradiction.Rappel Un sous-ensemble E du produit cartesien M � N des espaces a�ness'appelle N- relativement compact si pour tout compact K dans M l'ensembleE \ (K �N)est relativement compact dans M �N . 4



3.AnnexeLemme de "saucissonnage " de Cohen([1])Soit P (x; y) , avec x dans IRn et y dans IR un polynôme.Alors il existe une partition de IRn en ensembles semi-alg�ebriques A1; :::; Am telle quepour chaque i = 1,...,mou bien P(x,y) a un signe constant (strictement positif, negatif ou nul) sur Aiou bien il existe un nombre �ni de fonctions semi-alg�ebriques continuesh1 < ::: < hk(i)de Ai dans IR telles que pour tout x 2 Ai l'ensemble fh1(x); :::; hk(i)(x)g est l'ensembledes z�eros de P(x,y) et que le signe de P(x,y) ne d�epends que des signes de y�hj pourj = 1; :::; k(i).On va utiliser en fait une certaine g�en�eralisation de ce lemme (voir [2]): Soit A unanneau des fonctions sur un espace a�ne M.Notons S(A) la famille des sous-ensembles de M qui sont d�ecrits par les fonctions deA . Cette famille est toujours stable par le compl�ement, la r�eunion et l'intersection�nies.Elle est aussi la plus petite famille des sous-ensembles de M stable pour ces op�erationset contenant tous les ensembles ff > 0g.LemmeSupposons que A est un sous-anneau de l'anneau des fonctions r�eelles continues surM tel que tout ensemble de S(A) n'ait que le nombre �ni de composantes connexes,toutes dans S(A) . Alors pour tout ensemble E d�ecrit par les polynômes en t auxcoe�cients en A il existe une partition �nie J de M en ensembles connexes qui ap-partiennent �a S(A) telle que pour chaque B 2 J il existent des fonctions continuessur B hB;1 < ::: < hB;k(B)telles que E est soit une r�eunion d'ensembles de la forme:fx 2 B : hB;i(x) < t < hB;i+1(x)gou bien fx 2 B : t = hB;i(x)gLa d�emonstration se trouve dans [2] et repose sur l'arrangement des racines com-lexes d'un polynôme au dessus de l'ensemble o�u leur nombre est �xe.Sous les mêmes hypoth�eses sur l'anneau A que dans le lemme, on obtient alors:1) chaque ensemble E d�ecrit (au sens (3)) par les polynômes de A[t ] n'a que le nombre5



�ni des composantes connexes, qui sont toutes d�ecrites par les fonctions de A[t ] ausens (3).2) la projection de l'ensemble E ainsi d�ecrit dans M � IR sur M est dans S(A) .Par r�ecurrence sur le nombre de variables r�eelles on obtient les r�esultats 1) et 2) pourA[t1; :::; tn].Avec ce dernier r�esultat, on d�emontre directement le th�eor�eme cl�e utilis�e pour constru-ire le contre-exemple. On prendra n = dimR et A = les restrictions �a notre voisinageU des fonctions analytiques dans l'adh�erence de U.RemarquesIntuitivement, si (1) �etait vrai pour f reguli�ere en z et en u, on pourrait g�en�eraliser cefait par r�ecurrence et obtenir que tout ensemble semi-analytique est localement semi-alg�ebrique, ce qui est, bien sûr, faux.(Tout ensemble semi-analytique deviendrait alorssous-analytique!)Le fait me semblant connu, j'ai pris soin de demander l'avis de certains math�emati-ciens polonais du groupe de S. Lojasiewicz. N'ayant pas obtenu de r�eponse (ni positiveni n�egative), j'ai construit cet exemple et je l'ai transmis �a Paris VI de mani�ere in-formelle en f�evrier 99.On m'a d'ailleurs d�emand�e un contre-exemple concret au cas o�u la r�eponse seraitn�egative.RemerciementsMerci �a Jacek Stasica pour la premi�ere lecture de ce texte et les remarques concernantla r�edaction et �a Tadeusz Mostowski pour l'encouragement �a �ecrire cette note.References[1] M. Coste, Ensembles semi-alg�ebriques, Lecture Notes 959, 1982, 109-138[2] S. Lojasiewicz, Ensembles semi-analytiques preprint IHES 1968[3] J. Bochnak, M. Coste, M. F. Roy, G�eom�etrie alg�ebrique r�eelle, Springer Berlin1987[4] P.J. Cohen, Decision procedure for real p-adic �elds, Commun. Pure and AppliedMaths 22, pp 131-151, 1969[5] J. Bochnak, G. Efroymson, An Introduction to Nash Functions, Lecture Notes959, 1982[6] Z. Denkowska, J. Stasica, Ensembles sous-analytiques �a la polonaise, preprint1986 6


