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ABSTRACT
´�p£Z�X.[)S� ¡X)S�\EU�Þ�T���U�ZÝT�U��r¥ p£VEqãT���R�Z�T�XäT�¦ T�S�X) ¡T�U����£prVEX)R�Z�X)æ �ER�ß
S�prU�V�TÝ\�R�¥~XBR�\�prq�\ R�T�¦  ¡��S�U�S�p£[ä[.U� ¡�E��S�R�S�prU�V�R��YR�VEÞ  ¡X) �U�Z�¦
Z�X.æO�EprZ�X) ¡X)V S�T¡Z�X)�rR�S�p£¥�X_S�UÜp£S�X.Z�R�S�pr¥~XB ¡X.S�\�U�Þ�TfL�noU�mdX)¥~X.Zfs�T�¦ T�ß
S�X. ¡T�R�Z�prT�prV�q�prVBT�U� �XMR����E�£pr[)R�S�prU�V�Tfs T���[\BR�T�T�S�Z��E[)S���Z�R���R�V�R��r¦ ß
T�prTfs�[.R�V�U���S�X)V½§�XAS�U�U�pr�r�rß�[.U�V�ÞEprS�p£U�V�X)Þ���U�ZµprS�X)Z�R�S�pr¥~X`T�U��r¥~X)Z�T�S�Uo§�X
X��X)[)S�pr¥~X LbQªX%[)prS�XMZ�X.R��:R������rpr[)R�S�p£U�V�Tom`\�X)Z�X%S�\�prTYprT�prV�ÞEX)X)ÞBS�\EX
[.R�T�X s�R�V�ÞÜ��T�prV�q_ ¡R�S�Z�pr[)X)T%X)e S�Z�R�[)S�X)ÞÜ��Z�U�  S�\EX)T�X¡R������rpr[)R�S�p£U�V�T
S�U%[)U�V�ÞE��[)SbX)e ��X)Z�pr ¡X)V S�TdU�V�S�\�Z�X)XYÞ�p��X)Z�X)V Sb ¡R�T�T�pr¥~X)�r¦¡�ER�Z�R��£�rX)�
R�Z�[]\EprS�X)[)S���Z�X.Tfs�T�\EUfm S�\�R�S8R mbX)�r��Þ�X)T�prq�V�X)Þ T��ER�Z�T�XÜ��R�[.S�U�Z�p��)R�ß
S�prU�VÊR��rq�U�Z�prS�\�  [)R�VÊR�S�S�R�prVÊ¥~X.Z�¦ã\�prq�\��rX)¥~X)�rT�U�����X)Z���U�Z� ¡R�VE[)X
R�V�Þ�T�[)R��rR�§�pr�rprS'¦OL"QªXY�EZ�X)T�X)V S�T�S�Z�U�VEqMT�[.R��rR�§Ep£�rprS'¦�Z�X)T����rS�Td�èU�ZbS�X)T�S
ÞER�S�RM��Z�U� áZ�X)R���R����E�£pr[)R�S�prU�V�T`U�V��E��S�U½i²srhx�g�[)U�Z�X)Tfs~R��£U�V�q½m`p£S�\
§�U�S�\�R�V�R��r¦ S�pr[)R��OR�VEÞ�X)e ��X)Z�pr ¡X.VOS�R�� mdX)R�lMT�[.R��rR�§Ep£�rprS'¦MZ�X)T��E�£S�T��èU�Z
RÝ ¡U�ÞEX)�µ��Z�U�§��rX)  U�Và�E�äS�U�hj©�s »�i�º_[)U�Z�X)T�� R�Và��VE��Z�X)[)X.Þ�X)V S�X)Þ
V �E ½§�X)ZÝ�èU�Z8T���R�Z�T�Xà�èR�[)S�U�Z�p��.R�S�prU�V:L��²U�Z8S�\�X_ ¡U�Þ�X)�o��Z�U�§��rX) às
mbX�R��£T�UM[)U� ¡��R�Z�X�X)e ��X)Z�pr ¡X)V S�R��²Z�X)T����rS�Tbm`p£S�\8 M���rS�pr���rXoR�V�R��£¦ S�prß
[.R���T�[)R��£prVEq½ ¡X.S�Z�p£[.TAR�VEÞ8ÞEprT�S�p£VEq��Ep£T�\Ý§�X)S4mdX)X.V8T�U� ¡XY[)U� ¡ �U�V��r¦
�ET�X)ÞBmbX)R�l8T�[)R��rprV�q� �X)S�\�U�ÞETfL

1. INTRODUCTIONJ`\EX�[)U�Z�X�[.U� ¡�E��S�R�S�prU�VãprVãRB�rR�Z�q�X�VO�E ½§�X.Z2U��AR������rpr[)R�S�p£U�V�T
prV T�[)prX)VE[)X sYX.V�q�prVEX)X)Z�prV�q²sYR�VEÞ U���S�pr ¡p��)R�S�prU�VÈp£V ¥~U��r¥~X)T_T�U��r¥OprVEq
�rR�Z�q�X�T��ER�Z�T�X�T�¦ T�S�X) ¡TdU��"�rprV�X.R�Z`X)æ ��R�S�prU�V�TdU��"S�\EXo�èU�Z� ��������Es
m`\EX)Z�X�� �"!$#&%'# prT%S�\�X�T��ER�Z�T�X�[)U�X�(¡[)prX)V S½ �R�S�Z�pre�s)�*�"!$#
prTMS�\�X�Z�prq�\ S%\�R�V�ÞEß�T�prÞEX¡¥~X)[)S�U�Zfs�R�VEÞ+�,�,! # prT%S�\�X�¥�X)[)S�U�Z%U��
�EV�l V�U�m`VETd��U�ZAm`\�pr[\ÝRMT�U��r��S�prU�V8prTAT�U��Eq�\ SfL"J`\�X)T�XoT�¦ T�S�X) ¡TdR�Z�X
S4¦ ��pr[)R��r�r¦àT�U��r¥~X)Þª��T�prV�q8S'mbU_[)�rR�T�T�X)T½U��d ¡X.S�\�U�Þ�T.- é hê ����®<¬4y~����Ò<®
�½®<��|~�<¯~{ S�\�R�SoT�S�R�Z�S�m`prS�\àR�VàprV�prS�prR��µR�����Z�U�e pr ¡R�S�prU�VÜU���S�\�XMT�U�ß
�r�ES�p£U�VªR�V�ÞàprS�X)Z�R�S�pr¥~X.�£¦äZ�X.â�V�XMprS���V S�pr�:S�\EX½ÞEX)T�prZ�X)ÞªR�[)[)�EZ�R�[)¦äprT
R�[]\EprX)¥~X)Þ:s�R�V�Þ é g�ê ¯���¬'®j�<�Y��®<��|~�<¯~{ S�\�R�S�[)U� ¡���ES�X�R8��R�[.S�U�Z�p��)R�ß
S�prU�V����,/10½sOm`\EX)Z�X1/3240��+!$#&%'# R�Z�X%�£U�mbX)Z�R�V�ÞB�E����X)Z`S�Z�prß
R�V�q����rR�Zfs~Z�X)T���X)[.S�p£¥�X)�r¦Os�R�V�Þ�S�\EXoT�U��r��S�prU�V��B[)R�VÝ§�XYU�§�S�R�prV�X)ÞÝ§ ¦
S�Z�pr¥ prR��r�r¦�T�U��r¥OprVEq¡S�\�X�S�Z�prR�V�q��E�rR�Z�T�¦ T�S�X) ¡T5/768���%R�V�Þ905����6µL
¢ ��Z�R�[.S�p£[.R��r�r¦�pr ¡��U�Z�S�R�V S½[)�rR�T�T½U��`T���R�Z�T�XÝ�rprV�X)R�Z�T�¦ T�S�X) ¡T%prT

U�V�X½p£Vàm`\Ep£[\:� prT�n�X)Z� �p£S�prR�VÜR�V�Þà��U�T�prS�pr¥~X½Þ�X)âEV�prS�X é Z�X)��X)Z�Z�X.Þ
S�U%R�TAT�¦  ¡ ¡X)S�Z�pr[���U�T�prS�pr¥~X)ß�Þ�X.â�V�prS�XYU�Zb��a+´Èm`\EX)V�� prTdZ�X)R��£êfL"¢
T�¦  ¡ �X)S�Z�pr[M �R�S�Z�pre�[.R�VB§�X2Z�X)q�R�Z�ÞEX)ÞBR�TYS�\�X�R�Þ.; R�[)X.V�[)¦� ¡R�S�Z�pre
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U��oR�q�Z�R���\:LãG'S�prT�mbX)�r�Yl VEUfm`V=<rhg²sb»�g?>YS�\ER�S¡S�\EX�S�U�S�R���mdU�Z�l
prV ¥~U��r¥~X)Þ prV �èR�[)S�U�Z�p£VEq�S�\EXàR�Þ.; R�[)X.V�[)¦  �R�S�Z�pre U��%R�V"@àß�VEU�Þ�X
q�Z�R���\�m`\EU�T�X�A"ß�VEU�Þ�XÝT���§Eq�Z�R���\�T%\ERf¥�XCBED�AGF4HJILK�ß�V�U�Þ�X�T�X.��R�Z�R�ß
S�U�Z�T½prTMBED�@ F K�m`prS�\ RàV�X)T�S�X.Þ�ß�Þ�prT�T�X)[)S�prU�V=<rhjgN>�U�Z�ÞEX)Z�prV�q�LäJ`\�X
[)U�Z�Z�X)T���U�VEÞ�prV�qã �X) ¡U�Z�¦ Z�X)æ ��prZ�X) �X)V S¡prT8BED�@+O HPI KfL�IäR�S�Z�p£[.X)T
S�\�R�SoR�Z�prT�X½�èZ�U�  â�V�prS�X)ß�X)�rX) �X)V SoU�ZoâEV�prS�X)ß�Þ�p��X)Z�X)VE[)X%Þ�prT�[)Z�X)S�p��)R�ß
S�prU�VETdU��>��R�Z�S�prR���Þ�p��X)Z�X.VOS�prR��²X)æ ��R�S�p£U�V�TbUf¥�X)ZdS�\EZ�X)X)ß�Þ�pr ¡X)VET�prU�V�R��
é »�´�ê8ÞEU� ¡R�prV�TÝ§�X)�rU�VEqãS�UãS�\�prTÝ[)�rR�T�TfL ��pr ¡pr�rR�ZÝ�rU�mdX)Z8§�U��EV�Þ�T
��U�Z�S�\�X�S�pr ¡X�R�V�Þ8T���R�[)X�Z�X)æ �Ep£Z�X. ¡X)V S�T`prV�S�\EX�S'mbU�ß�Þ�pr ¡X.V�T�prU�VER��
[)R�T�X_R�Z�XQBED�@9I4HJFRK½R�VEÞSBED�@UT�VNW'D�@+K�KfsµZ�X)T���X)[)S�pr¥~X.�£¦OLà^`�rX)R�Z��r¦Os
§�U�S�\8S�\�XoS�pr ¡X�R�VEÞ�S�\EX� ¡X. ¡U�Z�¦�Z�X)æ �Ep£Z�X. ¡X)V S�TAq�Z�U�m T�����X.Z��£prVEß
X)R�Z��£¦�m`p£S�\8S�\�X�T�p��)XoU��>S�\�X�T�¦ T�S�X)  §�X)prVEqMT�U��r¥~X)ÞµL"c2V�S�\EXoU�S�\�X)Z
\�R�V�Þ:s�S�\�X)Z�XÝR�Z�X8�EZ�X)[)U�V�Þ�prS�prU�VEX)Z�T��èU�ZMX2Z�¦ �£U�¥ÜT���§ET���R�[.X8prS�X)Z�R�ß
S�pr¥~X� ¡X)S�\EU�Þ�T+S�\�R�SfsfR�S+�£X.R�T�SdprV�S�\EX)U�Z�¦Os�[)R�V�T�U��£¥�XoT��E[]\¡T�¦ T�S�X) �T
prVYBED�@+KÝT��ER�[)XBR�V�ÞZBED�@+K�S�pr ¡X L�G4V��EZ�R�[)S�pr[)XB\EU�mdX)¥~X.ZfsbS�\�X
T���R�Z�T�X¡T�¦ T�S�X) ¡T2R�Z�p£T�prVEqBprVª ¡R�V ¦äR����E�rp£[.R�S�prU�VET2[)R�Vª§�X�S�U�U_pr�r�rß
[)U�V�Þ�prS�prU�VEX)Þ_�èU�Z�S�\�XoprS�X)Z�R�S�pr¥~X2T�U��£¥�X)Z�T�S�U�§�X�X��X)[)S�pr¥~X L:¢��rT�U²s prV
��Z�R�[)S�pr[)X s�BED�@[KoS�pr ¡X%prToZ�R�Z�X)�r¦_R�[]\Ep£X.¥~X)ÞBm`prS�\äR�V�BED�@[K�ß�T��ER�[)X
��Z�X.[)U�VEÞ�prS�prU�V�X.Z+§�X.[)R��ET�XYS�\EXAV �� M§�X)ZµU���p£S�X.Z�R�S�prU�VETbZ�X)æ �Ep£Z�X.Þ¡��U�Z
T�R�S�prT��èR�[)S�U�Z�¦ [)U�V ¥~X.Z�q�X)VE[)XBprV ¥�R�Z�p£R�§��r¦ q�Z�U�m`T�m`prS�\ S�\EXBT�p��)XàU��
S�\�X�T�¦OT�S�X. àL��µprV�R��r�r¦Os>ÞEX)T���prS�X�R�\�prq�\EX)Z%R�T�¦  ¡��S�U�S�pr[�[)U� ¡�E�rX)e ß
prS'¦Os Þ�prZ�X)[)SoT�U��r¥~X)Z�ToS���Z�VBU���S�S�U�§�X% M��[\ä��R�T�S�X)Z�S�\ER�VäprS�X)Z�R�S�pr¥~X
T�U��r¥~X.Z���U�Z� ¡U�ÞEX)Z�R�S�X.�£¦_T�p��.X)ÞàT�¦OT�S�X. ¡T�R�Z�p£T�prVEq�prVä ¡R�VO¦���Z�R�[)S�prß
[)R��bR������rpr[)R�S�p£U�V�T:<rh�h�sdh»�sbhº?>'L¡J`\Ep£T%prT%��Z�pr ¡R�Z�p£�r¦Ü§�X)[)R���T�X é hê
RàZ�X)�rR�S�pr¥~X)�r¦�prV�X.eO��X.V�T�pr¥~XÝT�¦  ½§�U��£pr[8��R�[)S�U�Z�p��)R�S�p£U�V ��\ER�T�X8[)U� �ß
���ES�X)T�S�\EX¡T�S�R�S�pr[¡T�S�Z��E[)S���Z�X½U��AS�\EX���R�[)S�U�Z�T%S�U�X)V�R�§��rX¡S�\�X½T���§Eß
T�X)æ ��X.VOS�V �� �X)Z�pr[)R��²�èR�[)S�U�Z�p��)R�S�prU�V8��\ER�T�XYS�U2��Z�U�[)X.X)Þ�m`prS�\8 �p£VEprß
 ¡R��²��T�X`U��>X.eO��X.V�T�pr¥~X`prV S�X)q�X)ZbR�VEÞ¡��U�prV S�X)Z+U���X)Z�R�S�p£U�V�Tfs�R�V�Þ é g�ê
T�����X.Z�V�U�Þ�R��C<£hjgN>�R�VEÞ  ½�E�£S�pr�èZ�U�V S�R��C< i�s�»�ºN>�S�X)[\�VEpræO�EX)T¡X)VET���Z�X
S�\�R�S`��Z�R�[)S�pr[)R��r�r¦�R��r�]\EU�R�S�prVEq�ß���U�prV S�[)U� ¡�E��S�R�S�p£U�V_prT���X)Z���U�Z� ¡X)Þ
§ ¦%[)R�[\�X)ß��èZ�p£X.V�Þ��r¦M�rX)¥~X)�Eg�R�VEÞ¡�rX)¥~X)�O»�§�R�T�pr[Y�rprV�X.R�Z+R��rq�X)§EZ�R2T���§Eß
��Z�U�q�Z�R� ¡T é HA¨�¢��EêM< ¸?>4Lb´�prZ�X)[)SYT�U��r¥~X)Z�TYR�Z�X%X)e S�Z�X) �X)�r¦�X4(�[)prX)V S
prV�T�prS���R�S�prU�V�T2m`\EX)Z�X¡T�X)¥�X)Z�R���T�¦ T�S�X) ¡T2VEX)X)ÞÜS�U_§�X¡T�U��£¥�X)Þªm`prS�\
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R�VEÞàS'mdUÝG4HAIå�Ew�ß�w�¸�w�[)�r�ET�S�X)Z�T�m`prS�\àX)prq�\ S�h�L x²a2n1�MÞ��ER��rß�[)U�Z�X
aµU�mdX)Z�w?³Ê ¡pr[)Z�U���Z�U�[)X.T�T�U�Z�T�R�VEÞ2»�g$a2Hª �X) ¡U�Z�¦o��X)Z"VEU�Þ�X L�J`\�X
H&a2ç�a prT�T�¦ T�S�X) åprT¡�rU�[)R�S�X)ÞÊR�S�G'HAI JML N�LµQªR�S�T�U�V�WYX)T�X)R�Z�[]\
^`X)V S�X)ZfsbS�\EXB^`Z�R�¦�·oJ`ç�ºãprT�R�S8¤oV�pr¥~X)Z�T�prS4¦�U���HAX.Z�q�X)V´c T8^`X)VEß
S�X)ZY��U�Z�^`U� �����S�R�S�prU�V�R��:��[.p£X.V�[)X s R�VEÞäS�\�X2S'mbU���w�ß�w�¸�wÝ[)�r��T�S�X.Z�T
R�Z�Xà�rU�[)R�S�X)Þ R�S8R�S8J:X)e R�T�¢�¶2I ¤�VEp£¥�X)Z�T�prS'¦ R�V�Þ R�S�S�\EXät�R�ß
S�prU�VER��+^`X)V S�X)Z2��U�Z2������X.Z�[)U� ¡�E��S�prV�q�¢��E���rpr[)R�S�prU�VET é t�^`�E¢�ê�prV
G'�r�rprV�U�p£TfL"HdU�S�\���w�ß�w�¸�w�[)�r��T�S�X)Z�T+\�R�¥~XAS�\EX`T�R� ¡X`VEU�Þ�X)T.^f\�U�mdX)¥�X)Zfs
S�\�X8[)�r��T�S�X.Z¡R�S¡J"X)e R�T¡¢o¶2I ¤�VEpr¥~X)Z�T�prS'¦ã\ER�T¡RÜ��R�T�S�X)Z�T�m`prS�[]\:L
J`\�X%X)e ��X)Z�pr ¡X.VOS�T�[)U� ¡��R�Z�prV�q�S�\�X2ÞEprZ�X)[)S�R�VEÞBprS�X)Z�R�S�pr¥~X%T�U��r¥~X.Z�T
Z�X)��U�Z�S�X)Þ�prV ��X.[)S�prU�V »ªmbX)Z�X_��X)Z��èU�Z� ¡X.Þ�U�V�S�\EX�J:X.eOR�T¡¢�¶2I
[)�r��T�S�X.Zfs�m`\Ep£�rXªS�\�U�T�Xà[)U� ¡��R�Z�prV�q S�\�XàT�[)R��rR�§�pr�rp£S4¦ U��%Þ�p��X)Z�X.VOS
Þ�prZ�X)[.S2T�U��r¥~X)Z�T2Z�X)��U�Z�S�X)Þ�prVª��X)[)S�prU�V�º_mbX)Z�X¡��X)Z��èU�Z� ¡X.Þ�U�VªS�\�X
t�^`�E¢Ã[)�r�ET�S�X)ZfL

3. COMPARISON WITH ITERATIVE SOL-
VERS

° Fgd"?��Cµ)f £C¤ C:���¡C:��� �~�²7"�:� D ���²7:� ��9�FE7:��D ;:� ����C:FE�fFE±ã�)D � �
�~�²7b¶:³²=:��FfD����²7:9Ý=:9<� �Ê��7ªD�;:�ä�4·AC�� ����±ã� 7 D 9Lu
abZ�X)[.U�V�Þ:L c2Z�Þ�X)Z�prV�q aµR�Z�R� ¡X)S�X)Z�T t�U²L"U��

^`U�V�âEq�TfL
G'^ éJ¥ ê W`^`I s ¸ ®<Ò<®<�×{��]Ëº¹:����» hjgto´ v�s>h�s�g�s º�s�©�s�i

¢�I*a
W`^`I s Û>¼<¼O¬4®<{{j��Ò<®���<y�¬]{j®<z���zf¼

¸�g
�×®<Ò<®<�×{�» v�s>hv

to´Ýs Í`�<y~¬{®<zE��zf¼B{j�<|~®<��®<{�»�²R��rq�U���Sfs�n�IäG4�µs�abIäG4�
toc2t ¦ Ì���¬4�~zf¼à��|�¬'®<{j|~�~�×¯�»

v�L g�w²sOv²L w²sOv²L i²L�v²L x

��¢oG

W`^`I s Ño} �½�®<¬2�Ë��×®<Ò<®<�×{�»

i²h
v�s>h�s�g

to´Ýs ¼ |~¬'®<{j|~���×¯�»v�s�v�L v�h�sOv²L£h�sOß�v�L ¸�w�sEß�v�L x
toc2t ¦ ½ ���×��®<¬°»v�s�v�L v�v²h�sEv²L v�w�s ß�v�L x

G'V2S�\EprT:T�X)[)S�prU�V:s�mbXbX.eO�E�rU�Z�Xd\EU�m�Q �EIäa3c T:ÞEp£Z�X.[)S:T�U��r¥~X.Z:[)U� �ß
��R�Z�X)T:m`prS�\%S�\�X �j®<{�¿¾��jy~{j® T�[)X)V�R�Z�prU���U�Z:prS�X)Z�R�S�pr¥~X+T�U��r¥~X.Z�T:��U�Z:T�U��r¥ ß
prV�qäT�¦ T�S�X) ¡T½m`prS�\�S�\�XÝâ�¥~X�[.U�X4(¡[)prX)V S� �R�S�Z�pr[)X)T½�£prT�S�X)Þ prV�J:R�ß
§��rX�g�L9a2X)U�Z�q�XBX.S�R��4L$<rh»?>Y\ER�¥~X�[.U�V�ÞE��[)S�X.Þ RÜ��R�prZ��£¦�Z�prq�U�Z�U��ET



° Fgd"?��EÀ)f © � ±ã��� ¤ FE7:�ªD ��±ã�_9'D FfD ��9'D����~9Qp4���2D�;:� £C¤ C"�f�ä� D��O��F�D �¿Á��BF�7"� ± � © hu�:����� �]Dà9<�²?¿Á�� ��9���7"Â)ÃãC:���P�~� 9<9<�²��9Lu
IäR�S�Z�p£e ��U��£¥�X)Z �²R�p£�r�EZ�X IäX.Þ�prR�V IäprVµL IäR�e"L IäX)ÞEprR�V IäprV:L IäR�e"L

Z�R�S�X  ¡X) ¡U�Z�¦  �X) ¡U�Z�¦  �X) ¡U�Z�¦ S�pr ¡X S�p£ �X S�pr ¡X

t�R�T�S�Z�R�V�ß�§
\ ¦ ��Z�X)ß�G'^ é l ê hjç�hg h�L x�X4³8hjv º²L£hjX4³2v�x »²L x�X4³8hv h»�¸�L º�w�Lrh »�¸�i�L
\ ¦ ��Z�X.ß�¢oI*a g�ç�¸�g h�L ¸�X4³2v�x h�L v�X4³2v�x g²L i�X4³8hv hv�x�L ¸�x�L ¸ x�º�i�L
\ ¦ ��Z�X.ß��E¢�G w�g�ç�i²h º²L ©�X4³2v�x g²L »�X4³2v�x ¸²L w�X4³2v�x hw�©�L g�i�L i »�i�º�L

m`T� ¡��ß�´�G4W ¦ ^`J v�ç�h x²LrhX4³2v�x x²L£hjX4³2v�x x²L£hjX4³2v�x g�v²L ¸ g�v�L ¸ g�v²L ¸

��q�p�Ä�hI
\ ¦ ��Z�X)ß�G'^ é l ê v�ç�hg g²L v�X4³8hjv º²L g�X4³2v�x w²L£hjX4³8hv h�hjv�L »�»�L x w�i�w�L
\ ¦ ��Z�X.ß�¢oI*a v�ç�¸�g g²L v�X4³2v�x h�L g�X4³2v�x º²L º�X4³8hv ©�©²L w º�©�L º ¸�i�»�L
\ ¦ ��Z�X.ß��E¢�G hw�ç�i²h g²L i�X4³2v�x g²L º�X4³2v�x i²L i�X4³2v�x g�x²L ¸ hj©�L » »�x�x�L

m`T� ¡��ß�´�G4W ¦ ^`J v�ç�h h�L ©�X4³8hjv h�L ©�X4³8hv h�L ©�X4³8hv »�g²L g »�g�L g »�g²L g

° F
d:?��EÃ)f © � ±ã�²� ¤ F�7:�ªD���±ã�B9'D F�D ��9'D ���~9Qp��²��D ;:� £C¤ C:���ä� D � ��FfD �¿Á��BFE7:� ± � © hu�"���f� �]Dä9<�²?¿Á�� �f9½�²7"µ)ÅgÂãC:���P�~� 9<9<�²��9Lu
IäR�S�Z�p£e ��U��£¥�X)Z �²R�p£�r�EZ�X IäX.Þ�prR�V IäprVµL IäR�e"L IäX)ÞEprR�V IäprV:L IäR�e"L

Z�R�S�X  ¡X) ¡U�Z�¦  �X) ¡U�Z�¦  �X) ¡U�Z�¦ S�pr ¡X S�p£ �X S�pr ¡X

t�R�T�S�Z�R�V�ß�§
\ ¦ ��Z�X)ß�G'^ é l ê v�ç�g º²L v�X4³2v�x º²L v�X4³2v�x º²L v�X4³2v�x w�L x�w w²L x�w w�L x�©
\ ¦ ��Z�X.ß�¢oI*a v�ç�º h�L g�X4³2v�x h�L v�X4³2v�x g²L »�X4³2v�x »�g²L w g�º�L g »�x²L x
\ ¦ ��Z�X.ß��E¢�G v�ç�º w²L i�X4³2v�x w²L i�X4³2v�x w²L i�X4³2v�x w�L i�w w²L g�º ©�L ¸�©

m`T� ¡��ß�´�G4W ¦ ^`J v�ç�h i²L ¸�X4³2v�x i²L ¸�X4³2v�x i²L ¸�X4³2v�x ¸�L v�» ¸²L v�» ¸�L v�»

��q�p�Ä�hI
\ ¦ ��Z�X)ß�G'^ é l ê v�ç�g º²L g�X4³2v�x º²L g�X4³2v�x º²L g�X4³2v�x »�L i�» »²L i�h »�L i�©
\ ¦ ��Z�X.ß�¢oI*a v�ç�º h�L º�X4³2v�x h�L g�X4³2v�x g²L ¸�X4³8hv h¸²L © hjº�L © hx²L ¸
\ ¦ ��Z�X.ß��E¢�G v�ç�º w²L x�X4³2v�x w²L x�X4³2v�x w²L x�X4³2v�x º�L v�g »²L »�i w�L v�¸

m`T� ¡��ß�´�G4W ¦ ^`J v�ç�h h�L ©�X4³8hjv h�L ©�X4³8hv h�L ©�X4³8hv h�h�L£h h�h�Lrh h�h�L£h

[.U� ¡�ER�Z�prT�U�V U���S�\�XÝpr ¡�E�£X. ¡X)V S�R�S�prU�VET¡U���T�X)¥�X)Z�R��AT�S�R�S�X)ß�U��èß�S�\EX)ß
R�Z�SB��Z�X.[)U�VEÞ�prS�prU�V�prVEqÊ ¡X)S�\EU�Þ�T���U�Zä�Eab´ T�¦ T�S�X) ¡TBprVÈR�V �E ¡ß
§�X.Z¡U��op£S�X.Z�R�S�pr¥~XBT�U��£¥�X)Z¡��R�[]l R�q�X)TfLZ�²Z�U�  S�\�X�Z�X)T����rS�T¡U���S�\�R�S
T�S��EÞ�¦Os�mbXÝ[)U�VE[)�r��Þ�X.Þ�S�\�R�SMS�\�X��rX)¥�X)�rß�U���ß�â��r�A§ER�T�X)Þ�prVE[)U� ¡�E�rX)S�X
^`\EU��rX)T�l ¦���R�[)S�U�Z�p��)R�S�prU�V_U�ZdG4^ éJ¥ < g�ºN>rêfs~T���R�Z�T�X�R��E��Z�U�e pr ¡R�S�XYprV�ß
¥�X)Z�T�X2��Z�X)[.U�V�ÞEprS�p£U�V�X)Z�U�ZY�E¢�G3< ©?>4sOR�VEÞ_S�\EX2R��rq�X)§EZ�R�pr[% ½�E�rS�p£q�Z�prÞ
�EZ�X)[)U�V�Þ�prS�prU�VEX)ZAU�Zd¢�I*aÆ< g�»N>�R�¥fR�pr�rR�§��rX�prVÝS�\�X�no¦O�EZ�X8< x?>���R�[l ß
R�q�XªUN�X)Z�X)ÞÈS�\�XÜ§�X)T�S�[]\ER�V�[.X)T_U��½�EZ�Uf¥ prÞ�prVEq R  ¡U�T�SBZ�U�§E��T�Sfs
\Eprq�\�ß���X)Z��èU�Z� ¡R�V�[)X�s�R�V�Þ� ¡X. ¡U�Z�¦¡X�(¡[)prX)V SdT�U��£�ES�prU�VÝprV8R%\Ep£q�\��r¦
�ER�Z�R��£�rX)�"Þ�prT�S�Z�pr§���S�X.Þ�ß� ¡X) ¡U�Z�¦�X)V ¥ p£Z�U�V� ¡X.VOSfL
J`\EX���X)Z��èU�Z� ¡R�V�[)X�R�V�ÞàX4�X.[)S�pr¥~X)V�X.T�T�U��+ ¡U�T�S���Z�X)[)U�V�ÞEp£S�prU�V�ß

X.Z�T½prT�VEU�S%U�VE�r¦���Z�U�§��rX) KÞ�X.��X)V�ÞEX)V Sfs>§��ES2prT�R��rT�Uà\�prq�\��r¦ªT�X.V�ß
T�prS�pr¥~XBS�UÜ¥fR�Z�prU��ET¡S���VER�§��rX8��R�Z�R� ¡X)S�X.Z�T�U���S�\EX��EZ�X)[)U�V�Þ�prS�prU�VEX)Z
R�T2mdX)�r�+R�T2S�\EX�[\�U�pr[)X�U��d ¡R�S�Z�preÜ�EZ�X)��Z�U�[.X)T�T�prV�q_T�S�X.��T2T���[\ÜR�T
U�Z�Þ�X)Z�prVEqMR�V�Þ�T�[)R��rp£VEq%X)S�[ L"n�R�¥ prV�q2[\�U�T�X)V�S�\�X$Ç�§�X)T�S.È1<rhj»N>�prS�X)Z�ß
R�S�pr¥~X%T�U��r¥~X)ZY��R�[]l R�q�X%��U�ZY��a+´ T�¦ T�S�X) ¡TfsEmbX%R�S�S�X) ¡�ES�X)ÞBS�U��ET�X
S�\EXÝ§�X)T�S½[.U�V�âEq��EZ�R�S�prU�VET½U��YprS�TM��Z�X)[.U�V�ÞEprS�p£U�V�X)Z�TM��U�Z�X)R�[]\� �R�ß
S�Z�preÝ��U�Z`R�[)U� ¡��R�Z�prT�U�VBm`prS�\_S�\EX�ÞEp£Z�X.[)S`T�U��r¥~X)ZfL"¤oT�prV�q�ÞEp��X)Z�X)V S
[.U� M§�prV�R�S�p£U�V�T�U���¥fR�Z�prU��ET¡��R�Z�R� ¡X)S�X.Z�Tfs+R�T�T�\EU�m`V�prV J:R�§E�£X�»�s
mbXB[)Z�R���S�X)Þ¹hgÜ[)U�VEâ�q��EZ�R�S�prU�VET���U�Z�S�\�X_G4^ éJ¥ ê���Z�X)[)U�V�ÞEp£S�prU�V�X)Zfs
¸�gä��U�ZMHdU�U� ¡X)Z�¢oI*a8s�R�VEÞãi�hM��U�ZMaµR�Z�R���R�p£�rT�ÉÝR�VEÞ�R�S�S�X. ¡��S�X)Þ
S�U�T�U��r¥~X%R��r�"âE¥~X2T�¦ T�S�X) ¡TYU�VB©�º���Z�U�[)X)T�T�U�Z�T�U��+R�VBG'HdI �Ew�ß�w�¸�w
[.�£�ET�S�X)ZfL�J`\EXd[)U�V.;��Eq�R�S�XAq�Z�R�Þ�prX)V S é ^Êa2ê:T�U��£¥�X)Z:mdR�Tµ��T�X)Þ:LP´�p£R�q�ß
U�V�R���T�[)R��rprV�qMmdR�Td��X)Z��èU�Z� ¡X)Þ8U�V�R��r�� ¡R�S�Z�pr[)X)TbR�VEÞ8R%Z�prq�\ S�ß�\�R�V�Þ
T�prÞEX_¥~X)[.S�U�Z�U��oR��r�MhNc T¡mdR�T¡��T�X.ÞµLä¢  �R�e pr ½�E  U��og�v�v�v�prS�X)Z�ß
R�S�prU�V�T%mbX)Z�X���X)Z� ¡prS�S�X)ÞªR�V�ÞªmdX)Z�X�T�S�U�����X)Þªm`\�X)VªS�\�X¡Z�X.�£R�S�pr¥~X
VEU�Z� uU��:Z�X)T�prÞ��ER��"ÞEZ�U��E��X)Þ_§�X)�rU�mÌË°Í)Î
Ï L
toU�VEX¡U��`S�\EX¡[)U�VEâ�q���Z�R�S�prU�V�T%U��AR�V ¦ÜU��`S�\�X¡S�\EZ�X)X¡�EZ�X)[)U�VEÞ�prß

S�prU�V�X)Z�T�[)U����rÞ�T�U��£¥�XAT�¦ T�S�X) ¡T�m`prS�\:Ð ¬����Ñ s�Ò ��¬4y~� s�R�V�Þ ¼ ®<zg¾�� R�T[.U�X4(¡[)prX)V Sd �R�S�Z�pr[)X)TfL"J`\EXYT�S�R�S�prT�S�p£[.TA��U�ZdS�\�X` �X) ¡U�Z�¦½R�VEÞ¡S�pr ¡X
�ET�X)Þ�§ ¦B¥fR�Z�prU���T2��Z�X.[)U�VEÞ�prS�prU�V�X.Z�T2��U�Z%S�\EX�U�S�\EX)Z2S'mbU_ ¡R�S�Z�pr[)X)T
U�V ©�ºÜ^`ab¤oT¡R�Z�X8T�\�U�m`V prV J"R�§��rX�»�LÜJ`\EX�S�R�§��rX8T�\�U�m`T¡S�\�R�S
�èU�Z Ñoy�{��¬4y~zg¾�� s"n�¦ �EZ�X)ß�¢�I*aá\ER�Þ�S�\EX¡ ¡U�T�SMT�prq�V�prâ�[)R�V SM �X) ¡ß
U�Z�¦_R�Þ�¥fR�V S�R�q�X½U�¥~X)ZYS�\�X2ÞEprZ�X)[)S�T�U��r¥~X)ZfLdHAU�S�\ÜS�\EX% ¡X)Þ�prR�VäR�V�Þ
É)t�U�SdR��r��[.U� M§�prV�R�S�p£U�V�T�U��"��R�Z�R� ¡X)S�X)Z�T�T�\EUfm`V�prV_J:R�§��rX2»�mbX)Z�X
�ET�X)ÞB§�X)[.R���T�X2T�U� ¡X2mdX.Z�XMVEU�S`�EZ�R�[)S�pr[)R��'L

S�\�XY ¡prV�pr M��   ¡X) ¡U�Z�¦¡mdR�TAT� ¡R��£��R�V�ÞÝU�VE�r¦�S'mbU½U���prS�Tb¸�gM[)U�VEß
â�q���Z�R�S�p£U�V�To��R�pr�rX)Þ:Ldn�U�mdX)¥�X)ZfsOX)¥�X)VBprS�To§�X.T�So[)U�V�âEq���Z�R�S�prU�VàmdR�T
R�§�U���S2�èU���Z2S�pr ¡X.T2T��£U�mbX)Z%S�\�R�VªS�\�X½Þ�prZ�X)[)S2T�U��£¥�X)ZfLMno¦O�EZ�X)ß���¢oG
\�R�Þ�Rª�rR�Z�q�X_V �E ½§�X)Z%�èR�pr�r��Z�X)TfLª¢o�rS�\�U��Eq�\�prS�T�§�X.T�S�[)U�V�â�q���Z�R�ß
S�prU�V8��X)Z���U�Z� ¡X)Þ8mdX)�r�4s�S�\�XY ¡X)Þ�prR�V�¥fR��r��XomdR�T` ½�E[]\�mbU�Z�T�X L´�²U�Z
Ìf¼O� Ó Ó Òäs R��£����Z�X)[.U�V�ÞEprS�p£U�V�X)Z�T�mbU�Z�l~X)Þ_Z�X)R�T�U�V�R�§E�r¦�mbX)�r�'L
HAR�T�X)Þ¡U�V½S�\�XbZ�X)T����rS�T�U��²U���Zµ©�º�ß�^`ab¤�X)e ��X)Z�pr ¡X)V S�TfsfmbXA[\�U�T�X

S�\�Xd§�X)T�S�[)U�VEâ�q��EZ�R�S�prU�VETbm`prS�\¡Z�X.T���X)[)S�S�U�S�pr ¡X`R�VEÞ� ¡X. ¡U�Z�¦M��U�Z
§�U�S�\ ÑYy~{j��¬'y~z
¾4� R�V�Þ Ìf¼O� Ó Ó Ò R�VEÞÜS�Z�prX)ÞàS�\EX)  U�Vàg�w�©�^`ab¤oTfL
J`\�X`g�w�©�ß��EZ�U�[)X)T�T�U�Zb ¡X. ¡U�Z�¦MR�VEÞ�S�pr ¡XAZ�X)T��E�rS�T+R�Z�X`T��� ¡ �R�Z�p��)X)Þ
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6. WEAK SCALING FOR A MODEL
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 Congestion*

* Note that for 64 nodes, congestion can
be avoided by rotating the top half by 180
degrees and using the torus links.  It
cannot be avoided in general for larger meshes
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